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MÉMOIRE 

SUR L’INTERPOLATION O. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome II, p. 193-205 ; 1837. 


Dans les applications de Tanalyse à la Géométrie, à la Physique, à 
rAstronomie... deux sortes de questions se présentent à résoudre, et 
il s'agit ï“de trouver les lois générales des figures et des phénomènes, 
c est-à-dire la forme générale des équations qui existent entre les 
diverses variables, par exemple, entre les coordonnées des courbes et 
des surfaces, entre les vitesses, les temps, les espaces parcourus par 
les mobiles, etc. ; 2 ° de fixer en nombres les valeurs des paramètres 
ou constantes arbitraires qui entrent dans l'expression de ces mêmes 
lois, c'est-àTdirc les valeurs des coefficients inconnus que renferment 
les équations trouvées. Parmi les variables on distingue ordinairement, 
comme l’on sait, celles qui peuvent varier indépendamment les unes 
des autres, et que f on nomme pour cette raison variables indépen- 
dantes, d’avec celles qui s’en déduisent par la résolution des diverses 
équations, et qui se nomment fonctions des variables indépendantes. 
Considérons en particulier une de ces fonctions, et supposons qu’elle 
se déduise des variables indépendantes par une équation ou formule 
qui renferme un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre 
d’observations ou d’expériences, dont chacune fournira une valeur 


( 1 ) Ce Mémoire a été aulographié en septembre i 835 et envoyé à cette époque à 
l’Académie des Sciences. On l’imprime ici pour la première fois, du consentement de 
l’auteur. (J. L.) 



pourra obtenir sans difficulté de nouvelles valeurs de la fonction 
correspondantes à de nouveaux systèmes de valeurs des variables indé- 
pendantes, et résoudre ainsi ce qffion appelle le problème de l’inter- 
polation. Par exemple, si l’ordonnée d’une courbe se trouve exprimée 
en fonction de l’abscisse par une équation qui renferme trois para- 
mètres, il suffira de connaître trois points de la courbe, c’est-à-dire 
trois valeurs particulières de l’ordonnée correspondantes à trois valeurs 
particulières de l’abscisse, pour déterminer les trois paramètres; et, 
cette détermination efl'ectuée, on pourra sans peine tracer la courbe 
par points en calculant les coordonnées d’un nombre aussi grand que 
l’on voudra de nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe 
compris entre les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute son étendue, 
le problème de l’interpolation consiste à déterminer les coefficients ou 
constantes arbitraires que renferme l’expression des lois générales des 
figures ou des pliénomènes, d’après un nombre au moins égal de 
points donnés, ou d’observations, ou d’expériences. Dans une foule de 
questions les constantes arbitraires entrent au premier degré seulement 
dans les équations qui les renferment. C’est précisément ce qui arrive 
lorsqu’une fonction est développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une variable 
indépendante, ou bien encore suivant les sinus ou cosinus des multiples 
d’un même arc. Alors il s’agit de déterminer les coefficients de ceux 
des termes de la série que l’on ne peut négliger sans avoir à craindre 
qu’il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonction. 
Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées pour cet objet, 
on doit distinguer une formule tirée du calcul des différences finies, 
mais applicable seulement au cas où les diverses valeurs de la variable 
indépendante sont équidifférentes entre elles, et la formule de Lagrange 
applicable, quelles que soient ces valeurs, à des séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de la variable indépendante. Toute- 



fois cette dernière formule elle-même se complique de plus en plus à 
mesure que ron veut conserver dans le développement de la fonction 
en série un plus grand nombre de termes; et ce qu’il y a de plus 
fâcheux, c’est que les valeurs approchées des divers ordres correspon- 
dantes aux divers cas où l’on conserverait dans la série un seul terme, 
puis deux termes, puis trois termes... s’obtiennent par des calculs à 
peu près indépendants les uns des autres, en sorte que chaque nouvelle 
approximation, loin d’être rendue facile par celles qui la précèdent, 
demande au contraire plus de temps et de travail. Frappé de ces incon- 
vénients, et conduit par mes recherches sur la dispersion de la lumière 
à m’occuper de nouveau du problème de l’interpolation, j’ai eu le 
bonheur de rencontrer pour la solution de ce problème une nouvelle 
formule qui, sous le double rapport de la certitude des résultats et de 
la facilité avec laquelle on les obtient, me paraît avoir sur les autres 
formules des avantages tellement incontestables, que je ne doute guère 
qu’elle ne soit bientôt d’un usage général parmi les personnes adonnées 
à la culture des sciences physiques et mathématiques. 

Pour donner une idée de cette formule, je suppose qu’une fonction 
de X, représentée ])ar j, soit développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descendantes de x, ou 
bien encore suivant les sinus ou cosinus des arcs multiples de x, ou 
même plus généralement suivant d’autres fonctions de x que je repré- 
senterai par 

en sorte qu’on ait 

( I ) y — au -h hv -+- cw . 

a, b, c, . . désignant des coefficients constants. Il s’agit de savoir, 
i" combien de termes on doit conserver dans le second membre de 
l’équation (i) pour obtenir une valeur de y suffisamment approchée, 
dont la différence avec la valeur exacte soit insensible et comparable 
aux erreurs que comportent les observations; 2“ de fixer en nombres 
les coefficients des termes conservés, ou, ce qui revient au même, de 
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trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les données 
du problème sont un nombre suffisamment grand de valeurs de y 
représentées par 

1 J 2 i • • • 1 


et correspondantes à un pareil nombre n de valeurs de .2,- représentées 
par .... par conséquent aussi à un pareil nombre de 

valeurs de chacune des fonctions u, e, valeurs que je repré- 

senterai de meme par 

ff\y Ifi, K II 


pour la fonction u, par 


I’ 


n 


pour la fonction e, etc. Ainsi, pour résoudre le problème, on aura 
entre les coefficients inconnus h, c, . . les n équations du premier 
degré 

J ) zrr (.11/ f (OC) H' -j- . . . , 

J)'| ~ C/Ui -+- Ih<-, 4- CHVo 
J'/i — H- hv„ -h c\v,i -h . . • , 

qui, si l’on désigne par î Tun quelconque des nombres entiers 

I, 2 , n, 



se trouveront toutes comprises dans la formule générale 
( 3 ) fi “ (U/, -I- l/Vi -f- cwi + . . . . 

On effectuera la première approximation en négligeant les coefficients 
b, c, . . ou, ce qui revient au meme, en réduisant la série à son 
premier terme. Alors la valeur générale approchée de / sera 

( 4 ) y — au\ 

et, pour déterminer le coefficient a, on aura le système des équations 

( 5 ) — y., = aiu , ... yn ~ aun- 

Les diverses valeurs de a, aue bon neut déduire de ces éauations éS') 
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considérées chacune à pari,, ou combinées entre elles, seraient toutes 
précisément égales si les valeurs particulières dey, que nous suppo- 
sons données par Tobservation, étaient rigoureusement exactes. Mais 
il n’en est pas ainsi dans la pratique où les observations comportent 
des erreurs renfermées entre certaines limites; et alors il importe de 
combiner entre elles les équations (5) de manière que, dans les cas les 
plus défavorables, l’influence exercée sur la valeur du coeÛicient a par 

les erreurs commises sur les valeurs de yi , y,i soit la moindre 

possible. Or, les diverses combinaisons que l’on peut faire des équa- 
tions (5) pour en tirer une nouvelle équation du premier degré, par 
rapport à fournissent toutes des valeurs de n comprises dans la 
formule générale 

, . -V- • • • -1- knXn 

( b ) (f 1 

K\ U ^ — j— “i- . . . ~4“ 

que l’on obtient en ajoutant membre à membre les équations (5) après 
les avoir respectivement multipliées par des facteurs constants 
k^, . . kn. Il y a plus; comme la valeur de a déterminée par l’équa- 
tion (6) ne varie pas quand on fait varier simultanément les facteurs k^ , 
A'o, . . . , kn dans le meme rapport, il est clair que parmi ces facteurs, le 
plus grand (abstraction faite du signe) peut toujours être censé réduit 
à l’unité. Remarquons enfin que, si l’on nomme 

£| . Ci, . : . , Efii 

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les 
valeurs de 

la formule précédente (6) fournira pour a une valeur approchée, dont 
la différence avec la véritable sera 

( ) /'t Si H- Â'iE.j -1- . • . kfiEfi 

kl ll\ A'o Un kn lin 


Il faut maintenant choisir k., kn, .... k„ de telle sorte uue, dans les 


i\] Jtt jyi U 1 n Hi » U n i. i i t' u l a j j u . 


lu 

Représentons par 

Sui 

la somme des diverses valeurs numériques de Ui, c’est-à-dire ce que 
devient le polynôme 

1'.; Ui±.U.r-± Un 

quand on y dispose de chaque signe de manière à rendre chaque 
terme positif. Représentons par Se,- non la somme des valeurs numé- 
riques El, Ea» • • -1 -/M mais ce que devient la somme St/,-, quand on y 
remplace chaque valeur de u,- par la valeur correspondante de e,-. Si 
l’on réduit à -h i ou à — i chacun des coefficients ki, L, . . en 
choisissant les signes de manière que, dans le dénominateur de la 
fraction 

^'1 £i -4- kn£i~[- . . . - 
/c, H- k»lln-\- . . . H— ktiU-n 

tous les termes soient positifs, cette fraction sera réduite à 



et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale au rapport 

E 

Sa,’ 

si l’on désigne par E la somme des valeurs numériques de ou, ce 
qui revient au même, la valeur numérique de Se,- dans le cas le plus 
défavorable. D’autre part, en attribuant à ki, k.,, . . ., k^ des valeurs 
inégales dont la plus grande (abstraction faite des signes) soit l’unité, 
on obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité dont la 
valeur numérique sera évidemment inférieure à Su,, tandis que la 
valeur numérique du numérateur pourra s’élever jusqu’à la limite E; 
ce qui arrivera efîectivement si les erreurs Zi, z^,, . . . , e,, sont toutes 
nulles, à l’exception de celle qui sera multipliée par un facteur égal, 
au signe près, à l’unité. Il en résulte que la plus grande erreur à 
craindre sur la valeur de a déterminée par la formule 

ji’i -+ k-,y.^ k^yn 
k, U, -A- k^ U., -A- k.. U., 



sera la moindre possible si Ton pose généralement 
on choisissant les signes de manière que dans le polynôme 

/fj ii.\ H- k‘) ?/.j . . . -j- kfi Uf, 


tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera 


- 

Sm/ 


Sj',' étant ce que devient la somme Su,- quand on y remplace chaque 
valeur de «,• par la valeur correspondante de y,-, et l'équation r = 
deviendra 

(lO) 

Si l’on fait pour abréger 
(!') 

on aura simplement 
(12) 

Si Ton supposait généralement n = i, l’équation j = ûm, réduite à 

y a, 

exprimerait que la valeur de j est constante; et comme on aurait alors 

a i 




Sui 


y = a S fi. 


la formule j' = a S y,- donnerait 


Donc alors 011 devrait prendre pour valeur approchée dey la moyenne 
arithmétique entre les valeurs observées ; et la plus grande erreur à 
craindre serait plus petite pour cette valeur approchée oue pour toute 
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autre. Cette propriété des moj^cnnes arithmétiques, joiute à la facilité 
avec laquelle ou les calcule, justifie complètement l’usage où f on est 
de leur accorder la préférence dans l’évaluation des constantes arbi- 
traires qui peuvent être déterminées directement par l’observation. 

Soit maintenant Aj le reste qui doit compléter la valeur approchée 
de /fournie par l’équation 

(r?,) v--o:Sr/, 

en sorte qu’on ait 

(r 3 ) r aSj', -I- A ) . 

Posons de même 

(l/|) f A(J, (V -- aS «'/-f- A (V, .... 

On tirera de la formule/, — au, -}- ùp,- -f- cm, -f- . . . , 

(1 5 ) Sy,— hSvi-+- cStv,-4- ... ; 

puis de cette dernière, multipliée par a, et soustraite de l’équation (i), 

(16) A J)' — 6 A c H- c A -h . . . . 

Soient d’ailleurs a,-, A/,-, Ap,-, Am,- ce que deviennent les 

valeurs de a, A/, Ap, Am, . . ., tirées des équations (ii), (i 3 ) et (i 4 )> 
quand on y remplace x par a?,-, i étant l’un des nombres entiers i , 
2, . . . , n. Si les valeurs de 

Aji, A/., .... A/„ 

sont très petites, et comparables aux erreurs que comportent les 
observations, il sera inutile de procéder à une seconde approximation, 
et l’on pourra s’en tenir à la valeur approchée de / fournie par l’équa- 
tion /=aS/,-. Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une 
approximation nouvelle, d’opérer sur la formule (16) qui donne 
A/ — èAp -f- . . . , comme dans la première approximation l’on a opéré 
sur la fnrmnlft { 't') v = nn -i- . 
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la somme des valeurs numériques de A(^/, et par 

S' A J,, S'Awt. ... 

les polynômes dans lesquels se change la somme S'At^z quand on y 
remplace chaque valeur de At^z par la valeur correspondante de Ajz ou 
de Appzi • • • ; soit enfin 


si l’on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (i) le coeffi- 
cient c du troisième terme et ceux des termes suivants, on devra 
prendre pour valeur approchée de Ay 

(18) Aj = &S'Ayi. 

Soit A'^y le reste du second ordre qui doit compléter cette valeur 
approchée, et faisons en conséquence 

(19) dj- êS' A j/- 4 - A\v. 

Posons de même 

(20) A«’ cr êS' Atv, -h A^ IV, 

on tirera successivement, de la formule (id), 

(21) Ayi~ b Açi-h c Awi-i- . . . . 

(22) S' Aj'/~ 6S' AvfH- cS' Avv(-i- . . .; 

puis cette dernière, multipliée par 6 et retranchée de f équation (16), 

(23) A-j — cA^tv-h 

Soient d'ailleurs S;, A-y,-, A’^Wi, ..., ce que deviennent les valeurs 
de S, A-y, A’^w, . . ., tirées des équations (19), (19) et (20), quand 011 
y remplace x par xi, i étant fun des nombres entiers 1,2, . . . , /i. Si 
les valeurs de 

A^ 7 i, A2j2, A-yn 

sonf. frès netitfts p.f. enmnarables aux erreurs une comnortent les obser- 



i’on pourra s’en tenir à la valeur approchée de A j fournie par l’équa- 
tion (i8). Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troisième 
approximation, d’opérer sur ia formule (28) qui donne A'^y, comme 
l’on a opéré dans la première approximation sur la formule (i). En 
continuant de la sorte, on obtiendra la règle suivante : 

L’inconnue j, fonction de la variable æ, étant supposée dévelop- 
pable en une série convergente 

( i ) au -H 6e -h CW -f- . . . 

où U, V, iv, . . , , représentent des fonctions données de ia même 
variable, si l’on connaît n valeurs particulières de r correspondantes 
à n valeurs particulières 

iCi , iSn , • • • , •2Î/J 

de w, si d’ailleurs on nomme i l’un quelconque des nombres entiers i, 
2, . . . . n, et J/, Ui, Vi, . . ce que deviennent j, u, y, . . ., quand on 
y remplace u; par a?/ ; alors, pour obtenir la valeur générale de j avec 
une approximation suffisante, on déterminera d’abord le coefficient « 
à l’aide de la formule 
( Il ) IL — OlSuij 

dans laquelle désigne la somme des valeurs numériques de «/, et 
la différence du premier ordre Ay à l’aide de la formule 

(ÏII) 7 — aSy-i-A^. ' 

Si les valeurs particulières de Ay, représentées par Ayj, Aya Ay,„ 

sont comparables aux erreurs d’observation, on pourra négliger Ay et 
réduire la valeur approchée de y à 

aSjf. 

Dans le cas contraire, on déterminera ê à l’aide des formules 
(IV) y = aSr/-h Ay, AyrrêS'Ar/, 

S'Ay; étant la somme des valeurs numériques de Ay,-, et la différence 



du second ordre A- j à Taide de la formule 

(V) Ar-:r:SS'Ar-4- A^. 

Si les valeurs particulières de A'j, représentées par Aji, A\)'.,, . . . , A'/„, 
sont comparables aux erreurs d’observation, l’on pourra négliger A-y 
et réduire en conséquence la valeur approchée de j à oaS'Ay,-. 

Dans le cas contraire, on déterminera y par les formules 

(VI) vv a s VP, -f- A H', A vp = êS' A vv/-i- A- vp, A- vp — yS" A- vv/, 

S"A-u^,- étant la somme des valeurs numériques de A*u^/, et la diffé- 
rence du troisième ordre A^y par la formule 

( Vil ) ^^\Y = y S" A- Ji -h A-* J , 

Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients a, 6’, y, . . déter- 
minés par le système de ces équations, etc., on devra calculer les 
différences des divers ordres représentées par 

Ay, A-y, .... 

ou plutôt leurs valeurs particulières correspondantes aux valeurs cty, 
x^, . . . , x„ de la variable x, jusqu’à ce que l’on parvienne à une diffé- 
rence dont les valeurs particulières soient comparables aux erreurs 
d’observation. Alors il suffira d’égaler à zéro la valeur de cette diffé- 
rence tirée du système des équations (III), (V), (Vil), ..., pour 
obtenir avec une approximation suffisante la valeur de y. Cette valeur 
générale sera donc 

y==:aSy/, ou = aSy/-i- êS' Ay,-, ou etc., 

suivant que l’on pourra, sans erreur sensible, réduire la série à son 
premier terme, ou à ses deux premiers termes.... Donc, si l’on 
nomme m le nombre des termes conservés, le problème de l’inter- 
polation sera résolu par la formule 

y =: aSyi-h êS' Ay^-f- yS" A-y^-f- . . . , 

le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui renferme A"*~^y,-. 



Il est bon d’observer que des formules précédentes oii tire non 
seulement 

Sa,rri: Sê/— O, : Sy,r=:0, S'Y/=rO, S'''y,=:f, 

mais encore 

3Awi=o, SA-Wf— O, S'A^W/=o, 
et 

SAji^ro; Sà^yi=o, S^A-ji=ra; 

S A^J)',=r O, S'A^_r,rz:0, S" A^J^rrr o, .... 

Ces dernières formules sont autant d’équations de condition auxquelles 
doivent satisfaire les valeurs particulières de a, ê, y, . . . , ainsi que 
celles des différences des divers ordres de ti, c, rv, et il en 

résulte qu’on ne peut commettre dans le calcul de ces valeurs parti- 
culières aucune erreur de chiffres sans en être averti par le seul fait 
que les équations de condition cessent d’être vérifiées. 

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’interpolation 
sont les suivants : 

T" Elles s’appliquent aux développements en séries, quelle que soit 
la loi suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns des 
autres, et quelles que soient les valeurs équidifférentes ou non de la 
variable indépendante. 

2 " Les nouvelles formules sont d’une applicrtion très facile, surtout 
quand on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports a,S,y, .... 
et des produits de ces rapports par les sommes des diverses valeurs 
des fonctions ou de leurs différences. Alors, en effet, toutes les opéra- 
tions se réduisent à des additions ou à des soustractions. 

3" A l’aide de nos formules les approximations successives s’exé- 
cutent avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les diffé- 
rences des divers ordres vont généralement en diminuant. 

4" Nos formules permettent d’introduire à la fois dans le calcul les 
nombres fournis par toutes les observations données, et d’augmenter 


iU JLj iU X JCj ou U U L .1 1!^ J V 1. VJ U iV l I VJ . 


1 i 

ainsi rnxaclitiulc des résultats en faisant concourir à ce but un très 
grand nombre d’expériences. 

5" Elles offrent encore cet avantage, qu'à chaque a|)j)rüxiniation 
nouvelle, les valeurs qu’elles fournissent pour les coefficients c/, b,c, 
sont précisément celles pour lesquelles la plus grande erreur à craindre 
est la moindre possible. 

<)" Nos formules indi({ucnt d’clles-mémes le moment où le calcul 
doit s’arrèt('.r, en fournissant alors des différences comparables aux 
e r r e U r s d ’ O b s e r V a t i O n . 

y" Enfin les quantités qu’elles déterminent satisfont à des équalions 
de condition qui ne permettent pas de commettre la plus légère faute 
de calcul, sans que l’on s’en aperçoive presque irnmediatemenf . 

On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de 
nombreuses applications de nos formules d’interpolation. 



NOTE 

SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES 
DANS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE (*) 

Jouriuil fie MrUhrnialiqiics pares ci nppUqnrcs^ Tomt^ H, p. 4o6-4i2; 1837 . 

1. Soient doiiiices, entre la variable t, n fonctions de t désignées 
par X, y, Z, . . . , et /?. autres fonctions de t désignées par a, r, , 

271 équations dilférciitielles du premier ordre et de la forme 


dx 

r/Q 

^b- „ 

dq 

d.z 

d.q 

dt 

du ’ 

dt ~~ 

dv ’ 

Tl ~~ 

dw 

du 

f/Q 

dv _ 

dq 

d\v 


'Il ~ 

7lx' 

dt. ■“ 

' dr’ 

Tl ” 



Q représentant une fonction de x, y, z, . . . , u, o, w, . . . , t. 0\\ pourra 
supposer les inconnues x,y, z, . . . , ii, v, ip, . . . , exprimées en fonc- 
tion de t et de 27i constantes arbitraires a, b, c, ... ; et Ton aura, dans 
cette hypothèse, 

r/Q fH) d.v (fi) <(y rAJ di< 

du, dx da * dy do. * ' ' * du d/t ’ 

par conséquent 


dq 

du 

dx 

dv dy 

dx du 

du 

“■ dt 

da 

dt da 

' dt da * 

on 

trouver! 

i de 

même 


dq 

du. 

dx 

dv dy 

dx du 

db 

~~ Tt 

Th ■ 

dt db 

Ttdh'^ 


/ 1 \ 


I î-i 


Si de la seconde des équations ( 2 ), différentiéc par rapport à la quan- 
tité a, on retranche la première différentiée par rapporta h, on obtien- 
dra la suivante 


( 3 ) 


d\ a, /;] 
dt 


la valeur de [a, b] étant 


('i) 


d.v dn d.r du dy dv dy dv 
da dl) dh d<t da dh db du 


|)uis, en intégrant l’équation (3), on trouvera 

(é) I «, A I COIISL. 

Donc, les quantités représentées par les symboles [< 7 , \_a, c\, , . 

\b, cj, seront indépendantes de i. Observons d’ailleurs qu’en 
vertu de la formule (4), on aura généralement 

[a^a'\-=io cl 6J~ — I é, Ci]. 


Soient maintenant 


K— a., .I5:rr/A G — r, 

les intégrales générales des équations ( 1 ), A, B, G, ... désignant des 
fonctions déterminées des seules variables x, y, z, . . . , iz, c, ne, . . . , i. 
Faisons de plus 

cA , r/A dW di\ ^ 

" ( 5 ) ' ^Jy ^1^, ^ly H • • -1 

on aura encore 

(A, A)=zo, (A, A). 

D’ailleurs, si, dans l’équation qui détermine zc en fonction dezz, /;, c, ..., 
L, on substitue A, B, G, . . . au lieu de a, b, c, . . . , on obtiendra une 
formule identique, qui, dill’érejitiée successivement par rapport à x, 
y, Z, . . . , U, ... donnera 



iiO SÜK LA VAIUATIOIN DES COlNSTAiNTES ATUMTDAIRES 
Üt, si roii ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A, H), (A, L), . . • 
respectiveuient multipliées p^^i’ -7;^’ 777;’ Vfr.'"' 
énard aux lormules (8), 


(A, A)^^ H- (A, -1- (A, + 


(0) 


Vu ' ^ db 

011 trouvei'a, d(‘. même, 
rh- 


ViVÙ 


(A, ('V - 


r. V dy 

dv, 


d\ 

7/r 


(île. 


l'aiTillcmcilt, si l'on ajuiiK^ l'nl.r.. clics les valeurs de. (A, A), (A. II). 

. / t 


(A, G), . . . respectivcLiiciit multiiiliées pur 'V,' A’’"’ 




de 


dV^ 
dx ’ 


(10) 


on aura de même 

da ' "’dh 


(A, ia^;;r'-(A,c)|: 


cfA 


4' 


CLC. 


iVautre part, si l’on din’éreiitic successivement la première des l’or- 
niules (6) par rapport à chacuiie des (luautités ry b, c, . . . en consi- 
dérant J, , », • • • comme des lonctions de a, b, c, 

on en tirera 


(‘0 


_ d\ dx d^dy ^ H- . . . , 

^ ~ dV: da, " dy da, ~ da. da. 


dX dx 




d h. dx 

"=Txiny'---' 


Gela misé, si l'on e.oiiibiiu! par voie d’addition les rorimilcs (9) et (i o;), 

I de 


après avoir multiplié respectivement les formules (g) par 


du 


da" VlbV 


dw 






dx, dy dz 
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DANS l.ES PROBLÈMES DE :\rÉCANIQüE. 
égard à la première des équations (i i), 

(A, A)[^y, a] -}- (A, D)f«, h\ ~v- (A, C)| a. c] +, . .r= i ; 

011 aura, de même, 

(A, I‘>)[Z;, ^eH-(A, è] + (A, C)[è, c]. O. 

( A , A ) [ c, a I + ( A , 1 î ) I b ] a- (A , B ) [ r, 6- ] O. 

etc. 

Les équations (im) suffisent pour déterminer les valeurs des quantités 
(A, B), (A, C), . . ., quand on eoimait celles des quantités constantes 
I/O [/O c.'], c J. Des équations semblables détermineront les 

valeurs de (B, x\), (B, 0 ), .... Donc les quantités (A, B), (A. C), , . . , 
(B, . . . sont elles-mêmes constantes, et ne dépendent pas de la 

variable L 

fl est bon d’observer que, si, dans les équations (()) différentiées 

jiar rapport à Z, fin substitue les valeurs de ‘-—i - • • ? • tirées des 

é([ualions (i), les formules ainsi obtenues, savoir, 

(J\ (K) clA (K) __ c/\_ (JO __ 

</.r: (h( (/y dv ' du dr 

^/tt d() (J\J dO 

dr. du du dr 

auront pour seconds membres des fonctions ideiitiqueinent iiulles de 
X, Y, lo O’, . . . , Z. Lar, s’il en était autrement, il existerait entri' 
les vab'urs générales de, x, y, z, r, (P, . . . , z, et par conséquent 

aussi entre les valeurs initiales de x, y, • • • , u, e, m, . . . correspon- 
dantes à 1 = 0, des équations qui ne renfermeraient aucune constante 
arbitrai!*!'; ce (|ui est absurde, puisque ces valeurs initiales peuvent 
êtr('. eboisies arbitrairement. 

Supposons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer non plus les é([ua- 
tioiis (i), mais les suivantes : 


d.r 

7l 7 ~ 

dO 
Tfu " 

d\\ 

'“tâ;/ 

/>' _ 
dl ~ 

dq 

dr 

d[\ 

-h - î 

dy 

dz 

( Il " 

c/s\’ 

d\\ 

du. 

./<) 

dW 

dr 

dQ 

d\\ 

dvv 

./() 

dl\ 



// ' ’ 

"Ji ~ 

~~ '/A- 

~~ 77 /’ 

' dl 

dz 

“ 777 
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on pourra supposer encore ies valeurs de;r, r, z, ... ,u, ç, w, . . . déter- 
minées par les équations (6), pourvu que Tou y considère a, b, c, ... 
comme devenant fonctions de L Alors, si, dans la première des équa- 
tions (G), diflèrentiée par rapport à t, on substitue les valeurs de 

équations (i4). d’ailleurs on a égard à 

la première des formules (t 3), (jui, subsiste, quelles qiu' soient les 
valeurs de æ, r, -, r, (?■ £, on tj‘()uv(‘ra 

(la clA. (l\\ dA. c/R c/A ^/R 

dt. du- du dy dv ‘ du d.v 


Enfin, si, après avoir exprimé R en fonction de n, h, c /, on y 

substitue, au lieu d(î <i, b,c, ... les fonctions de a', y, z u, c, o’, .... / 

représentées par A, R, C, . .., on retrouvera idcnitiquenumt la pre- 
mière valeur de R; et Ton aura, par suite, 

du d.v db dx * ’ " ' ’ dy du dy db dy ' ’ " ' ’ 
cm _ cm 

du du. du 



Cela posé, la forimile (iG) donnera 



du. . c/R 


/ . ^ , c/R 


on trouvera de même, 

db V N '■/R 

etc. 


Telles sont les équations dilférentielles qui devront servir à déter- 
miner a, b, c, ... en fonction de /. Les coefficients de —•! dans 

da db 

ces équations, sm’ont, d’après les remarques précédemment faites, des 



IJ A s 1. F n U I. V. M 1^. b JJ 1^. iVI L A A J U Ll V. . 




Application à la Mécanique céleste. 


'2. Soiotit ilt la masse du Soleil, in, né , ni" , . . . h's masses des pla- 
nètes ; prenons pour origine des coordonnées le cjmtre du Soleil, el 
soif'nt 


les coordonnées des planètes dans leurs mouvemenls relatifs autour 
de cet astre. En choisissant convenablement Tunité de masse, dési- 
gnant par U, P, w les vitesses de ni mesurées parallèlement aux axes 
des X. y, et faisant pour abréger 


M - ill + m, 


on 


1 1 
/— ( H- H- ) - , r '—{ + f' + ) '■ , 


1 



t' 


- x^ Y + {y —y 


I 1 


R: 

m' ( XI 

d H- y y' -t- zz' ) 

in' 






, . . , 

trouvera 

pour 

les équations différentielles du 

mouvement de ni 



dx 

~dl ~~ 

dy 

dz 

= 


du 

M.r 

dW 

dy M.r 

d^v 

M = ^/t\ 

dl 

— 

dx ’ 

1 Ü~ ~ 

dj'\ ~dï 

— - —T - -71- • 


Pour déduire ces dernières formules des équations (i4) du numéro 
précédent, il suffira de prendre 

^ U - (>- -h w- M 

. 'i r 


et d'admettre que R est fonction seulement de x, y, z. x' , y', z' 

Ainsi la théorie générale exposée ci-dessus s’applique sans difficulté 
aux équations dilTérentiellcs du mouvement des planètes. 



MlîTHODE SIMPLE ET NOUVELLE 
POUR LÀ 

DÉTERMINATION COMPLÈTE DES SOMMES ALTERNÉES, 
FORMÉES AVEC J.ES 

RACINES PRIMITIVES DES ÉQÜATfONS RINÔMES. 


Jütiniülile Mitlhênwüqnvs iiiLre.s eA nppliqnêes. Tome V, p. i84o- 


Col arûolo, oxlrail dos Comptes rendus de V Académie des Sciences 
Cl 10, t84o, [). 56o-57'-i) a (l(\jà étô rc'pi'oduil dans Ic^s Ohiares de 
Cauchy, l'^sorio, L V, p. i5;>.-(()(). 



SUR LA 

SOMMATION DE CERTAINES PUISSANCES 
D’UNE 

lUCINL PRIMIITVE D’UNE ÉQUATION BINOMI^ 

ET, EN PARTICULIER, 

DES PUISSANCES QUI OFFRENT POUR EXPOSANTS 
LES RÉSIDUS CUBIQUES INFÉRIEURS AU MODULE DONNÉ. 


Jüunud (le Mdtliéindtùjiies pures et (appliquées, Tome V, p. i84<). 


Ce(, arüclo, exlraiL (l(!S Comptes rendus de V Académie des Sciences 
(t. 10, i84û, p. iM'.prodiiiL dans les Olùivres de 

Cauchy, T'' série, t. V, p. i()Ci-i8ü. 


RAPPORT 

SUR UN MÉMOIRE DE M. LAINÉ 
REUATIF AU DERNIER THÉORÈME DE FERMAT. 


Journal de Mathênui tiques pures et appliquées, Tome V, p. 2ri-2i5; 1840. 


Cet article, extrait des Comptes rendus de V Académie des Sciences 
(t. 9, 1889 , p. 359-363) a déjà été reproduit dans les OEidres de 
Cauchy, i'® série, t. I.V, p. 499-5o4- 



NOTE 

SUR LA RÉFLEXION DE LA LUMIÈRE 

LA 

SURFACE DES MÉTAUX. 


Jountal <le Mathâiiuilujiaw pures ol uppliqures^ Tome \'ll, p. 338-344; 


M. Mac-Cullagh a lu à l’Académie de Dublin, le 9 janvier 1837, 1111 
Mémoire sur les lois de la réllexioii et la réfraction cristalline. A ce 
Mémoire, dont une traduction française a paru dans la livraison de 
juin 1842 du Journal de Mathématiques pures et appliquées, est jointe 
une Note dans laquelle l’autenr cite des formules qu'il a publiées dans 
les Irish. Acad. Transactions, et qui sont relatives à la rélloxion opérée 
par les surfaces métalliques. Mais, dans des observations que renferme 
le tome VIII des Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 
p. 961, et que M. Liouville a bien voulu mentionner à la page 21'j àc 
son .Tournai, j’ai déjà rappelé que j’avais traité moi-même, avant les 
publications faites par M. Mac-Giillagli, le sujet auquel se rappoident 
les formules dont il s’agit. Il y a plus : M. Mac-Cullagh m’ayant fait 
l’honneur de venir me voir dans ces derniers temps, je n’ai pas hésité à 
mettre sous scs yeux les preuves de mes assertions et les nombreux 
calculs que j’avais faits sur la réflexion métallique dés les premii'rs 
mois de l’année i 83 (). Les détails dans lesqueJs je suis entré ont dû, je 
l’espère, éclaircir tous les doutes qui pouvaient subsister encore' dans 
l’esprit de M. Mac-Cullagh sur la question envisagée au point de vue 
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SUR LA RÉFLEXION DE LA LUMIÈRE 


liisloriqiie. Au reste, comme je l’ai déjà dit dans le tome VIII des 
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, M. iVIac-Cullagli 
ayant produit scs recherches sur la réllexiou à la surface des métaux 
avant que mes travaux sur le même objet fussent suirisammeut connus, 
et n’ayant pas eu sous les yeux à cette époque des formules qui se trou- 
vaient comprises seulement d’une manière implicite dans celles que 
j’avais alors publiées, il est clair que ces l’ccherches offraient tout le 
mérite d’une difficulté vaincru', l't deYai('nt être, par cette raison, 
favorablement accueillies des savants. 

.Dans la présente Note je me l)ornerai à rappeler succinctement les 
formules générales desquelles j’avais déduit, dès les premiers mois de 
l’année i836, les lois d(' la réflexion de la lumière à la surface des 
corps opaqiK's, ainsi qiu; les Lettres et les Mémoires dans lesquels ces 
lormiiles se trouvaient écrites ou indiquées. 

Dans une lettre adressée de Prague à M. Ampère, sous la date du 
i'"' avril i830, et insérée vers cette époque dans les Comptes rendus des 
séances de V Académie des Sciences, je disais : 

(( Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nou- 
» velhis recherches sur la théorie d(' la lumière ne fournissent pas seu- 
» fiunent les lois d(! la propagation de la lumière dans le vid(u comnu' 
)) j(î vous le disais dans mes lettres du la avril et du 19 févri(;r, ou h^s 
U lois de la réüexion et de la réfraction à la surface des corps transpa- 
» rents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans mes deux lettres du 
)) 19 et du .eSmars; elles s’appliquent aussi à la propagation de la 
a lumière dans la partie d’un corps opaque voisine de la surfac(i, et à 
V la réflexion de la lumière par un corps de cette espèce. On sait d’ail- 
)) hoirs que, si la lumière passe d’un milieu plus réfringent dans un 
)) autre qui le soit moins, ce dernier deviendra opaque à l’égard des 
» rayons qui rencontreront sa surface sous un angle tel que son coui- 
» plément v, c’est-à-dire l’angle d’incidence, devienne supérieur à une 


» c{(‘ux milieux doiU le premier soit ie plus rérriiigeiit, t'(. (|U(^ l'angle 
» d’incidence devienne supérieur à l’angle de réllexion Lolale. Si l’on 

» noinnie 'T l’angle d’incidence, le ra])pürt qui existaiL enlre l(i sinus 

)) d’incidence cL le sinus de rélVacLion avant que le rayon réfracté dis- 

» parût, enfin /=^ et h's épaisseurs (|u’une oiufi'. lumi- 

)'> nmise accjuiert dans le [)renii(‘r ('L dans h* second milieu, on aura 

0 =-= 1', = et, si l’on pose d’ailhmrs 

/^ — 0 siiiT, a—\ l>- — r, 

» rint('nsité de la lumière dans le second milieu, à la distance æ de la 
» surface de séparation, sera proportionnelûi à l’exponentielle négative 

» Si 'Z SC réduit à l’angle de réllexion totale, on aura 

siiirrr a.= o, i , 

)) et la lumière réfractée aura une grande intensité; mais, si l’angle t 
)) croît à partir de la limite qu’on vient de rappeler, la lumière réfrac- 
» téc s’éteindra à une distance comparable à l’épaisseur des ondes 
» ([UC peut transmettre le second milieu, et d’autant moindre ([ue a 
» sera plus grand. Si l’on suppose t = a atteindra sa limite supé- 

» ricLire v^O- — i. Ajoutons que la quantité b remplace ici le sinus de 
« réllexion avec lequel elle coïncide lorsqu’on a sinx = ^ - » 

Cette lettre du i*''' avril i83G, dans laquelle je donnais d’ailleurs, 
pour déterminer l’intensité de la lumière rclléchic dans fi; cas de la 
réllexion totale, des formules qui se trouvent d’accord avec les (;xpé- 
riences et les formules de Fresnel, prouve suffisamment qu’en dévelop- 
pant la théorie de la lumière, j’étais parvenu, dès cette époque, à l’in- 
terprétation physique de la forme imaginaire sons laquelle peuvent se 



présenter les coefficients des coordonnées dans les expressions des 
déplacements moléculaires. 

Une autre lettre, écrite le i6 avril i836, et insérée dans les Comptes 
rendus des séances de V Académie des Sciences, le 2 mai de la môme 
année, contient ce qui suit : 

c( Dans ma dernière lettre, j’ai indiqué les résultats que fouriiisstmt 
)) les formules générales auxquelles je suis parvenu quand on les 
)) applique au pliénomènc connu sous le nom de réflexion totale, c’est- 
» à-dire, au cas où le second milieu, quoique transparent, rem[)lit la 
a fonction d'un corps opaque. .Te vais aujourd’hui vous entretenir de 
» ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous 
)) toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumière se trouve 
» réfléchie par un métal. 

)) Si l’on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué 
)) de la polarisation rectiligne ou circulaire, ou meme elliptique, ce 
» rayon pourra toujours être décomposé en deux autres polarisés en 
» ligne droite, run perpendiculairement au plan d’incidence, l’autre 
» parallèlement à ce plan. Or je trouve que, dans chaque rayon com- 
)) posant, la réflexion fait varier l’intensité de la lumière suivant un 
» rapport qui dépend de l’angle d’incidence et (|ui généralement n’est 
» pas le meme pour les d('.ux rayons. De plus, la réflexion transporte 
» les ondulations en avant ou eu arrière à une certaine distance qui 
» dépend encore de l’angle d’incidence. Si l’on représente cette dis- 

» tance pour le premier rayon pur j-, et pour le second par 


» étant l’épaisseur d’une onde lumineuse; la dillercnce de marche 
» entre les deux rayons composants, après une première réflexion, 
» sera représentée par 


» Je trouve d’ailleurs qu’après une seule réllexion sous Taiigle d’iiici- 
» deiice T, la difTérence de marche des deux rayons composants est 
d’une demi-ondulation si t = o, et d’une ondulation entière si 

» ' 1 = Donc, en ne tenant pas compte des multiples de la circonle- 

)) renee dans la valeur de l’angle u. — v, on peut considérer la valeur 
» numérique do ce dernier angle comme variant entre les limites Tu et 

)j) zéro. Lorsque p. — v atteint la moyenne (nitre ces deux imites, ou 

» on obtient ce que M. llrewsLer appelle la polarisation elliptique, et 

•<, é, U, .s, 9.n 

)) réllexions semblables ramènent le rayon polarisé à son état pri- 
)> mitif. Alors, si le rayon incident était polarisé eu ligne droite, le 
» dernier rayon rélléchi sera lui-mème polarisé rcctiligneinent. Mais 
» son plan de polarisation formera avec le plan de réllexion un angle 3, 
)) dont la tangente sera égale, au signe près, à la ( 2 puissance du 
n quotient qu’on obtient en divisant l’un par l’autre les rapports sui- 
)) vaut lesquels la première réllexion fait varier dans chaque l'ayon 
n composant les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis 
)) que le nombre des réllexions croîtra en progression arithmétique, 
)) les valeurs de tango varieront (m progression géométrique; et, 
)) comme pour les diflerents métaux on trouve généralement o<^4->'’» 
» la lumière, pour de grandes valeurs de n, lin ira par être complè- 
» teznent polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes 
» formules générales un grand nombre de conséquences que je déve- 
» lopperai plus en détail dans une seconde lettre, et qui s’accordent, 
» comme les précédentes, avec les résultats obtenus parM. Brewster. » 

Les formules générales desquelles j’avais déduit les lois de la 
réllexion et de la réfraction à la surface des corps transparents ou 


opaqiu^s soiif, colles que reiifecmo la livraison de mes Nouveaux Exer- 
cices de Mathématiques, reçue par l’Académie des Scieiic{'s dans le mois 
d’août i836, et mentionnée dans les Comptes rendus de la séance 
du i() de ce même inois {voir le Bulletin bibliographique, L III d('s 
Comptes rendus). Dans cliaquc livraison, p. 2o3, se trouve le passage 
suivant ; 


« Des recherches approlbiidies m’oni conduit à un nouvacui ju’in- 
» (‘ipe de Méc.anique pi‘ 0 ])i-c à fournir, dans plusieurs questions de 
» Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des 
).) corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sol- 
» licitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, (ie 
» principe, que je développerai dans un autre Mémoire, étant appli- 
» qué à la théorie de la lumière, on en conclut que, dans le voisinage 
» de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements £, ‘q, 
» { des molécules d’éther, relatifs soit au premier milieu, soit au 
)) second, devront fournir les mêmes valeurs de « , si l’on prend 
» pour « l’une quelconque des trois fonctions 


do d.'Ç, d'C d'I d'^ d'o 

d.z dy ’ dx dz ’ d.y dx ’ 


» OU bien encore si l’on suppose 


(?0 


b' 


, de 

a- -r- 

dx 


H- é- 


do 


dy 


cg 

dz 


+ bc 




“H CCI 






+ ub 


d^ do \ 
dy dx J ’ 


» a, h, c désignant les cosinus des angles formés par la normale à la 
» surface de séparation des deux milieux avec les demi-axes des coor- 
» données positives. Il est bon d’observer que la valeur de b , déter- 
» minée par l’équation ( 2 ), représente la dilatation de l’éther suivant 
» cette meme normale. 

» Lorsque, les deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le plan 
» des J, on suppose l’axe des z parallèle aux plans des ondes lumi- 
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» lieuses, eL par eunséqueiit perpeiuliculaire au plan d’iiieideiiee, on 
» a dans la Ibrniule (n) 

■ a— ±1^ /> — O, (; — O, 

)) et de plus ç, tj, C deviennent indépendants de^. Donc alors, en chau- 
» géant, ce qui est perniis, le signe de la première des différences (i), 

» on trouvi'ra (jue Ii'.s fonctions (i) et (e) piuivent étr(‘, réduites à 

r/Ç di dr, di 

(ly^ d.r^ dy d.r^ d.r 

)) Donc, si l’on noinnie i’ , r/, v'ce (|ue deviennent les déjilac.eiuents £, 

» y, £ tandis (|ue l’on passe du premier niilit'U au second, on aura, 
» pour les points situés sur la surlaci' de séparation, c’est-à-dire 
» pour if = O, 

dx d.v"' dy dx ~~ dy dx 
et 

da; dx^ dy dy 

)) Lorsque dans les équations (4) et ( 5) on substitue à ç, rj, 'Ç, les 
)) seconds membres des formules (i) du paragraphe V, et à ç', r/, 'Q 
)) les seconds membres des formules (;^) du même paragraphe (^ooir 
)) les Noiivf'aiLT Exercices, p. 5';; et 58), on obtient les lois de la 
)» rélhnxion et de la réfraction qui ont lieu à la surface des corps trans- 
» jiarents, avec les diverses formules que contiennent les deux lettres 
adressées à M. Libri, les kj et 1^7 mars iSdt), et imprimées dans les 
» CompLes rendus des séances de V Académie des Sciences (t. II, ]). 40.7 
;j et 34i). Ou déduit aussi des conditions (4) et (5) les lois de la 
)> réflexion opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, ou par 
» la surface intérieure d’un corps transparent dans le cas où l’angle 
)> d’incidence devient assez considérable pour qu’il ii’y ait plus tle 
)) lumière transmise, c’est-à-dire dans le cas où la réflexion devient 
» totale. ( Voir à ce sujet les deux lettres que j’ai adressées à M. Ampère 
Ipi? T*'' f'( tÙ iivvil ^ r.nmnio. ip. rai innn frè fhms; d i fféren f.es lellres. 
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)) les formules, auxquelles conduisent les conditions (4) et (5), non 
); seulement déterminent l’intensité de Ui lumière polarisée rectili- 
)) gnement par réüexion ou par réfraction, et les plans de polarisation 
» des rayons rétlécliis et réfractés, mais encore elles font connaître les 
» diverses circonstances de la polarisation circulaire ou elliptique pro- 
» duite par la réllexion totale, ou par la réllexion opérée à la surface 
» (l’un corps opaque, et en pari iculier d’un métal. D’ailleurs, les divers 
)) résultats de notre analyse se trouvent d’accord avec les lois déjà con- 
» nues, particulièrement avec les formules proposées par Ml\l. Fresind 

et Rrewster, ainsi qu’avec les observations de tous les physiciens. 
» Au reste, je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux Mémoires, 
)) où je déduirai directement, des équations (i5) du paragraphe 1, les 
» lois des divers phénomènes lumineux, y compris les pliénomôiies tic 
)) l’ombre et de la diffraction. » 

Le nouveau principe de mécanique dont il est ({uestion dans ce pas- 
sage, et duquel j’avais déduit à Prague, dans les [)reiniers mois de i836, 
les formules (4), (5), est celui qui se trouve exposé dans le para- 
graphe IV de la première partie du Mémoire sur la lumière, lithogra- 
phié àBudweiss dans le mois d’aoùt i83G, et annoncé dans le Compte 
rendu de la séance du 29 de ce meme mois. (^Voir le tome III des 
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, p. 235.) D’ail- 
leurs, les formules (4), (5) étant une fois établies, soit à l’aide du prin- 
cipe que je viens de rappeler, soit par la méthode que j’ai développée 
dans les séances de l’iAcadémie des Sciences des 18 mars, 20 mars et 
!"'■ avril 1889, l’application de ces formules aux corps isophanes, trans- 
parents, ou opaques, fournit immédiatement les lois de la réllexion 
opérée par la surface extérieure ou intérieure de Lun de ces corps, et 
l’on retrouve ainsi les diverses formules que j’avais déjà obtenues à 
Prague en i83(i. C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail 
dans un autre article. 



NOTE 

SUR LE DÉVELOPPEMENT 
DES 

FONCTIONS EN SÉRIES ORDONNÉES 
SUIVANT 

LES PUISSANCES ASCENDANTES DES VARIABLES. 


Journal de Mulliéniutd/ucs pures el appliquées^ Tüme XI, p. 3i3-33o, 1 S 46 . 


Le Qiéüi'èiiie sur la convergence de la série qu'on ob Lient en déve- 
loppant une fonction f(x^ de la variable réelle ou imaginaire ^suivant 
les puissances entières et ascendantes de cette variable, se trouve 
énoncé pour la première fois dans le Mémoire que j’ai publié à Turin 
en 1882, Mémoire dont la première partie a pour objet spécial le nou- 
veau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des limües. On lit, en 
effet, dans ce Mémoire, les lignes que je vais transcrire : 

c( La fonction sera dé<i'eloppable en une série convergente ordon- 
» née suivant les puissances ascendantes de x, si le module de la variable 
» réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure à celle pour 
» laquelle la fonction f(x) cesse d'hêtre finie et continue. Ainsi, en parti- 
» culier, puisque les fonctions 

cüs^-, siliÆ, c'-’, cos(i — .X'-), ••• 

» ne cessent jamais d’etre finies et continues, ces fonctions seront tou- 
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jours dcveloppablcs eu séries convergentes ordonnées suivant les 
» puissances ascendantes de 
» Au contraire, les fonctions 


I 

(i a- æ)- , 



a' 



)) qui, lorscju’on attribue, à x une valeur imaginaire (b' la forme Xe/''-', 
» (“('.ssent d’étre fonctions continues de j:; au moment où le modub' X 
O (bnumit égal à i, s{‘rünt certainement développables en séries con~ 
» vergentes ordonnées suivant les puissances asceiubintes de la 
O variable x, si la valeur réelle ou imaginaiiu' de x olfre un module 
» inférieur à l’unité; niais elles pourront devenir et dmûendront, en 
» elfet, divergentes, si le module j:; surpasse runité. lünlin, comme les 
» fonctions 



» devieiiiieiit discontinues pour une valeur nulle de x, jiar C()nsé(|uenl,, 
» lorsque le module de x est le plus petit possible, elles ne seront 
n jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
» puissances ascendantes de x. » 


Dans le théorème énoncé, les fonctions sont envisagées sous b*, rap- 
port de la coiitimiité. Donc, lorsqu’on veut appliquer le tJiéoi'ème, il 
est d’abord nécessaire de savoir en quoi consiste la continuité, poui* 
des fonctions de variables réelles ou imaginaii'es. 

La continuité des fonctions de variables réelles forme pi’écisénnmt 
l’objet du second paragraphe du cliapitre II de mon Analyse algébrique', 
elle s’y trouve définie dans les termes suivants : 

« Soit J\x') une fonction de la variable x, et supposons que, pour 
» cliaque valeur de .U intermédiaire entre deux limiti's données, cetti' 
» fonction admette constainnient une valeur unique et finie. Si, mi 
partant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à 
» la variable x un accroissement infiniment oetit a. la fonction elle- 


)■) mrîmo rocovru pour accroissomiMil. !a «liiïoretico 

/(.,. + a) -/(.r), 

)) (fiii {|(;po,ii(li*u ou inonio temps do la nouvelle variable a etde la valeur 
)) (l(‘ .À\ (à'ia posé, la roiietion /‘( j:.*) sera, (uitia'. les d<.‘iix: limites assi- 
» pnées à la varial)le .r, roiielion continue de eeUe variabbi, si, pour 
» (dia([ue valeur de .x‘ iiitermédiaiiM', entre ees limiles, la valeur niimé- 
» l•i(|n(^ d(‘ la dilVérence 

» décroît indéfiniment avc(‘. a. En d’aulres lermes, la fonction f(^x) 
)) restera continue par rapport à x entre les limites données, si entre ces 
» limites un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours 
» un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 

)j On dit encore que la fonction f{x) est, dans le voisinage d'une 
» vab'ur jjarticulière altribuée à la variable x, fonction continue de 
V cette variabb', toutes les fois qu’elle est conlinue entre deux limites 
» de X, méuK'. très rapprochées, qui renlermentla valeur dont il s’agit. 

)) Enfin, lorsqu’une fonclion f(x) cesse d'être continue dans le voi- 
)) si nage d’une valeiu* [larticulière de la variabb* a-, on dit ({u’elle devient 
» alors discontinue, et qu’il y a, pour cette valeur particulière, solution 
» de continuité. » . 

Ainsi, en résumé, supposons que, dans la fonction f{x), on fasse 
varier x par degrés insensibles en attribuant à cette variable une série de 
valeurs ùifiniment rapprochées les unes des autres. La fonction fi^x) 
restera continue pour toutes ces valeurs de x, si, pour chacune d'' elles, 
elle acquiert constamment une valeur unique et finie, et si d'' ailleurs un 
accroissement infiniment petit aW'ibué à V une quelconque de ces valeurs 
de X produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction 
elle-même. 

Enoncée l'ii ca's ti'rmes, la définition des fonctions continues n’est 
pas seub'nu'nt aiiplicable au cas où x resti* réel. On pourra l’appliquer 
(‘iicoia^ sans (liffie.ulté, au cas même où x dévient imaginaire, (*n 



observant qu’il est naturel de définir les expressions imaginaires infi- 
niment petites, comme je fai fait dans f analyse algébrique, cb'st-à-dire 
dans les termes suivants : 

(( Une expression imaginaire variable est appelée infiniment petite, 
)) lorsqu’elle converge vers la limite zéro ; ce qui suppose que, dans 
)) l’expression donnée, la partie réelle elle eoelfieientde sJ — i eonvf'.r- 
» genteii même temps vers cetti* limite. Cela posé, ri', présentons par 

a 4- O \l — T rr:'p (cosO 4- \/ — l siil O) 

)) une expression imaginaire variable, a, désignant deux quantités 
» réelles auxquelles on peut substituer le module p et l’arc réel G. 
)) Pour que cette expression soit infiniment petite, il sera évidemmmit 
» nécessaire et suffisant que son module o soit lui-méme infiniment 
» petit. ». 

Ces principes étant admis, soit r le module d’une variable imagi- 
naire .ci?, dans laquelle x désigne la partie réelle et y le coefficient de 
sj — I. Cette variable pourra être présentée, non seulement sons la 
forme 

(l) ./■ \ 4- y 1 , 

mais encore sous la foinne 

( 2 ) .r — /’ ( cos 0 4- — I si U 0 ), 

ou, ce qui revient au môme, sous la forme 

( 3 ) .7' —Z /■ é— 1 ^ 

0 étant un arc réel que nous appellerons Vnrgument, et les variables 
réelles 

X. J: 0, r 

étant liées entre elles pai' les formules 

(é) X=:rfosf), y=: 


r sii! 0. 


En v(‘i‘tu de ces memes formules, desquelles ou tirera 


/• \/k- + ^ 

le module r sera complètement déterminé, mais l’argument 0 admetira 
une infinité de valeurs exprimées par les divers termes d’une jirogia's- 
sion arithmétique dont la raison sera la circonférence a"::. On pourra 
d’ailleurs concevoir qu(‘ x, y rjqirésentent les coordonnées rectangu- 
laires, et 0, ?■ les coordonnées polaires d'un point mobile P assiij(i(li 
à ne pas sortir d’un plan donné. x\lors, à chaque valeur donnée de. la 
variable imaginaire œ, correspondra une position déterminée du point 
mobile P ; et il suffira, comme on sait, de faire varier d’une part, le 
rayon vecteur r entre les limites r = o, 7- = oc; d’autre part, l’angle 
polaire p entre les limites G = o, 0 = 2 u, ou bien encore entre les 
limites 0 = — lî, ô = -[-rt, pour obtenir successivement toutes les 
positions possibles du point mobile, par conséquent toutes les valeurs 
possibles de la variable œ. Admettons, pour fixer les idées, qiu' l’argu- 
menty; varie entre les limites — r., H- r.. Alors si l’on suppose succes- 
sivement 

0 = 7: — c, puis 0 = — ( r — £ ) , 

£ désignant une quantité positive infiniment petil(‘, on trouvera, dans 
la première byjiotbèse, 

\= — /•(■()S£, .V~' — /’sins, 

.r ~ — r e~^ ' ; 

et, dans la seconde hypothèse, 

x = — /Tose y = — /-siiic, 

Par suite, la valeur d(' x restera la meme dans les deux hypothèses, 
et dans le passage de l’une à l’autre, la variable y, toujours sensilde- 
ment nulle, variera infiniment peu, ainsi que la variable imaginaire 
qui restera toujours ti*ès peu différente de — j'. fada posé, (mi vertu de* 
ce qui a été dit plus haut, la fonction /(.r) de la variabh' imaginaire æ 



no pourra reslor fonction continue de a:;, dans le voisinage de la valeur 
particulière x‘ = — 7’, qu’autant qu’elle variera elle-meme infiniment 
pou quand on passera de la supposition 0 = r. — s à la supposition 
0= — (t: — e), £ étant aussi rapproché de zéro que l’on voudi'a ; ce 
([U on peut exprimer encore en disant que la fonction /(a*) no pourra 
rester fonction continue de æ, dans le voisinage d(; la valeur particu- 
lière — r, si elle ne reprend pas la moine valeur, quand l’argii- 
inont Q passe de la valeur r. à la valeur — r,. 

Ces conclusions s’accordent av(‘C les observations que j’ai eu soin de 
faire, clans un précèdent Mémoiri* sur hts fonctions continiios. ( Cofr 
les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, (it, en parti- 
culier, la séance du 22 juin i 844 )- efl’et, dans ce Mémoire, après 
avoir rappelé le théorème sur la convergence des séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes des variables, j’ajoutais : 

« Comme cette dernière proposition peut roc(',voir un grand nombre 
)> d’applications utiles, il importe de la bimi précisi'r, (d, d’entiMU* à ce 
a sujet dans quelques détails. 

a Considérons une variable imaginaire x. Elle sera le produit cU^ 
)) son module par une certaine exponentielle trigonoinétrique; et, pour 
)) obtenir toutes les valeurs de la variable correspondantes à un modub^ 
)) donné, il suffira de faire croître l’argument de cette variable, c’est-à- 
)> dire l’argument de l’exponentielle trigonométrique, depuis la limitcî 
)) zéro jusqu’à une circonférence entière 2rv, ou, ce qui rc'vient au 
a meme, depuis la limite — h jusqu’à la limite Si, tandis que 
a l’argument varie entre ces limites, (d, le module entre deux limiti'.s 
a données, une fonction réelle ou imaginaire de a? reste continue par 
a rapport à l’argument et au niodub^, de manière à reprinulri' la 
a mèm(‘ valeur cpiand l’argument passe de la limite — r, à la limite', u, 
a cc'tte fonction sera, entre les limites assignées au module', ce que^ 
a nous appelons une fonction continue de la variable, a 

Dans une Note que renferme le présent volume (p. 129 et suiv.), 
M. Ernest Lamarle, après avoir rappelé le tliéorème qui fait robjet du 



présent, arliclo, dit que, dans ce théorème, la condition de continuité 
est insuffisante, à moins qu'elle n'implique une certaine périodicité de la 
fonction. Il iM'marque, ensuite, que si la fonction 

liée aux deux fonctions réelles 

par une équation symbolique de la forme 

j{ r n V - ï ) = O ( /•, 0 ) -1- ^ ( /■, 0 ) , 

est développable en séiôe convergente suivant la formule de Maclaurin, 
on aura nécessairement 

cp(/-, ()) = o(/-, •>,7:), o) = ■}(/•, tiTT); 

puis il ajoute : 

« Voilà donc une condition nouvelle reconnue tout, d’abord indis- 
» pensable. Elle consiste en c(‘ qiu' le.s fonctions 9(7’, 0), 's}7(7’, 0) sont 
» assujetties à repianidre les ménu's valeurs aux deux limites 0 = 0 , 
))0 = o.r.. iléduite à ces lernn's, (die u’olliu'. ritm d(' surabondant ('t 
)) ([ui ne soit essentielbnnent distinct d(‘s caractèri^s pro[)res à la conti- 
» nui té. » 

On voit que la condition iciénoncé(‘. parM. Lamarle est précisément 
celle que j’ai signalée moi-m(''‘me dans le Compte rendu de la séance du 
juin iH./j-E lion pas comme distincte de la condition de continuitii 
mais comme renfermée dans cette dernière. Si M. Lamarle, (m écri- 
vant sa Note, avait eu sous les yeux ce Compte rendu, spécialement b^ 
passage cité du Mémoire sur les fonctions continues, et s’il avait 
rapproché ce passage des principes exposés dans mon Analyse algé- 
brique, il SC serait certainement borné à dire que, dans le théorème en 
question, la condition de continuité est la seule qu'oji doive mentionner, 
et que cette condition implique une certaine périodicité de la fonction. 
Au reste, dire que, dans le théorème dont il s'agit, la condition de 
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continuité est la seule qu'on doive mentionner^ c’est dire seulement que 
la fonction sej'a. développable en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de æ, si le m.odide de la variable x conserve une 
valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction cesse d'être finie et con- 
tinue. Mais je suis loin d’admettre que la discontiniiilé de la fonction 
entrani(‘, toujours la divergence du développement, et qiu' l'on puisse 
dire, avec M. Lamarlc (p. 1.37 de c(' volume) ; 

«Toute fonction est développable en série conv(‘rgente suivant la 
)) formule de Maclaurin, tant qiui le module de la variabb'. reste 
» moindre que la plus petite des valeurs pour laquelle la fonction 
» cesse d’étre continue, ou de prendre la meme valeur aux deux 
» limites G = o, G = p. 7,. Hors de là la. série devient divergente. » 

Fai précisément émis l’opinion contraire à celle qu’énonce ici 
M. Lamarle, dans un précédent Mémoire, où je me suis spécialement 
occupé des fonctions dont les développements restent convergents, tandis 
qu'elles deviennent discontinues. M. Lamarlc lui-même ne jjourra révo- 
quer en doute rexistencc de fonctions qui présentent ce double carac- 
tèr(u II me sulFira de preiulre ])our exemple la fonction même qu’il a 
(dioisie comnu^ pro()re à nionlrer une a])[)liea(ion du (liéoi'énu' général, 
savoir, 

(1-1- 

et de considérer spécialement le cas où, bi module 7 - de x étant infé- 
rieur à l’unité, l’exposé 77?. devient fractionnaire et de la forme p, q 
étant d('s nombres entie.rs. 

On ne pourrait, sans introduire uiu' élrange confusion dans bu-alcul, 
re])rés(Mil(U‘ par la même notation 

r 

;r't 

toutes les valeurs dey propres à vérifier l’équation 

y'Iz=. .Tf\ 

dans !(' cas où la variable 



devient iniugiiiaire, et l’on est bien libre assurément d’appliquer, avec 
M. Lamarle, la nolation 

i‘ 

:r'l 

à celle des valeurs de j qu’on tire de la rorniule 

y z=: o~l ^cos-^ 0 H- — I si 11 l!_ 0 J , 

('U y supposant 0 compris entre les limiles o, nr,. Admetlons pour 
l’instant cette hypothèse, et, après avoir ainsi fixé, dans tous les cas 
possibles, la valeur de la fonction 

/' 

P 

ou, en d’autres termes, le sens qui devra être atlacbé à la notation x'' , 
posons, comme Ta lait M. Lamarle, 

(.)) 1 H- /• cosO n: P co.sa, /• siii 0 = p siii a, 

en supposant p positif. On aura non seulement 

( fi ) P — ^/ 1 H- /•- H- /• COS 0 , 

mais encore, en assujettissant l’argument a à demeurer compris entre 
les limites o, ‘ 2 -, et en posant ni~ P-> 

(~ ) ( I + n: (i + r p'" ((‘OS/;/ a H- — i si il ni cc). 

Supposons maintenant que, le module/’ étant inférieur à l’unité, on 
attribue successivement à x deux valeurs très voisines de la valeur 
particulière 

et que ces deux valeurs soient respectivement 

(8) a: = — r .x- — — /'e'è-q 

£ étant un nombre infiniment petit. Les valeurs de 0 correspondantes 
à ces deux valeurs de x seront respectivement 


(9) 


0 = t: — e, 


Ü = TT + £. 


D’ailleurs les formules (5) donneront, i" pour 0 = r. — e, 

(10) l — /• C 03 £ 3 = û cosa, /-silisrz: — psilia. 

9." pour 0 = Vi + £, 

(11) I — cos£ = P cosa, rsiii£=: — psiiic< 

ün aura donc, dans l’un oL l’autre cas, 

r — /'cosE 

cos a >■ O ; 

p 

mais comme, dans le passage du premier cas au second, sina passera 
du positif au négatif eu restant inPiniment petit, il (îst clair que l’argu- 
ment a, renfermé entre les limites o, 2 u, offrira, dans le premicu* cas, 
une valeur très voisine de zéro; dans le second cas, uiu', valeur très 
voisine de 2 r., Donc, si le moduh' de m est inférieur à runité, h's 
deux valeurs de la fonction 

(f H- .r)'", 

qui correspondront aux deux valeurs infiniment voisines de .r lburni('s 
par les équations (8), et, par conséquent, aux valeurs infiniment voi- 
sines de 0, fournies par les équations (9), sc réduiront sensibfi'nK'iil 
aux deux valeurs qu’acquiert l’expression 

p'"(cos??îy. -I- \/ — 1 si 11/?/ 7.) — p'" 

quand on y pose successivement a=o eta=2u, c’est-à-dire à 0'" et 
à Donc la différence entre ces deux valeurs de la fonction 

(i-f-Æ!)"' ne pourra s’évanouir que dans le cas où l’exposant m sera 
entier. Dans tout autre cas, la différence entre ces deux valeurs étant, 
non pas infiniment petite, mais finie, la fonction (T-f-m)"' cesseiai 
d’etre une fonction continue de.rct même deO, quand m ac([uerra une 
valeur réelle et négative, et offrira, pour une telle vafiuir, c.(‘, qu’on 
nomme une solution de continuité. 

Donc, si l’on attribiui à la notation le sens que lui a donné 



M. Lainarlcî, la lünction 

/' 

(i + xÿ 

deviendra discontinue pour un module de x inférieur à f unité; et la 
convergence de son développement, dans le cas où l’on aura 
sera duc, contrairement à la proposition énoncée par M. Lamarle, non 
[)liis à son caractère de fonction toujours continue, (|ui aura disparu, 
c.oinme on vient de le voir, mais à une circonstance particulière, savoir, 
à l’évanouissement de la somme que j’ai désignée par A dans mon 
Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques aux fonc- 
tions périodiques. (^Voir les Comples rendus des séances de V Academie 
des Sciences, séance du lo juin i844-) 

La fonction (i + a;)"' reprendra, pour un module de x inférieur à 
l’unité, le caractère de fonction toujours continue, et par conséquent, 
lo théorème qui fait l’objet de cet article lui seraimmédiatement appli- 
cable, si l’on attache à la notation x"^, pour le cas où ni cesse d’être 
entier, le sens que je lui ai donné dans mon Analyse algébrique, en 
supposant que dans la formule 

/•'"(cosmO -t- y — i sia/;iü), 

0 varie entre les limites — + V ^hi pourra même sans inconvé- 

nicnit généraliser cette convention et faire varic-r l’argument 0 depuis 
la limite — r. jusqu’à la limite*. 4- ", pourvu qu’on ne lui permette 
jamais d’atteindre la limite inférieure — ", mais seulement de s’en 
approcher indéfiniment. Dans l’une et l’autre hypothèse, aux deux 
valeurs de x, déterminées par les équations (8), répondront, en vertu 
des formules (lo) et (ii), des valeurs de a sensiblement nulles, et, 
par conséquent, des valeurs de (i -H ..i--)"‘dont la dilférence sera infini- 
ment petite, aussi bien que la différence entre les deux valeurs assi- 
gnées à la variable x. 

Comme je l’ai remai'qué dans mon Analyse algébrique (chap. VIII), 
« lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
)) donnée, après avoir été supposées réelles, sont ensuite supposées 


)) imaginaires, la notation à Taide de laquelle on exprimait la ionction 
» dont il s’agit ne peut etre couservée dans le calcul qu’en vertu de 
» conventions nouvelles, propres à fixer le sens de cette notation dans 
» la dernière hypothèse. » D’après ce qu’on vient devoir, la nature des 
conventions a une influence marquée sur le caractère des fonctions 
considérées comme continues; de sorte qu’en passant d’un système 
de conventions à un autre, on peut rendiaî discontinues des fondions 
qui étaient continues et réciproquement. D’après cette reniar(|ue, il 
n’y a pas lieu de s’étonner que les développements de certaines fonc- 
tions restent convergents, dans le cas où ces fonctions deviennent 
discontinues, puisqu’en modifiant les conventions admises, on peut 
quelquefois enlever à une fonction dont le développement était 
convergent le caractère de continuité. Pour rendre plus souvent appli- 
cable le théorème sur la convergence des développements, il est 
évidemment utile d’adopter les conventions qui conservent ce caractère 
le plus longtemps possibles aux fonctions employées dans le calcul. 

Cherchons à fixer, d’après ce principe, le sens qu’il serait hou 
d’attacher aux deux notations 

l(.x-), .r'", 

la lettre l indiquant un logarithme népérien, et ni un exposant (|uel- 
conque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, réel ou imaginaire. 
Il est d’abord évident que, si l’on convient d’étendre à des valeurs 
quelconques, réelles ou imaginaires, de x et de m la formule 

(ta) f.n, ^ ^ 

qu’il est facile d’établir quand x et ni sont réels, x étant positif, la 
question se trouvera réduite à la recherche de l’expression imaginaire 
qu’on devra représenter par l(u;). Or, la variable x étant imaginaire et 
déterminée par l’équation (3), les divers logarithmes népériens de .x- 
seront les diverses valeurs de j, propres à vérifier la formule 


et CCS diverses valeurs seront celles que Iburnit réquation 

jrrl(/-) H- 0 \/— I, 

dans laquelle l(r) désigne le logarithme népérien et réel du module r, 
quand on attribue successivement à rargument 0 toutes les valeurs 
qu’il peut recevoir. Mais les calculs n’olfriraient plus rien de précis, si 
l’on représentait par la seule notation l(tzr) ces tliverses valeurs. Il 
importe donc de choisir l’une d’entre elles, pour lui applicjuer cette 
notation. D’ailleurs, la variable 

pourra successivement acquérir toutes les valeurs possibles, si l’on 
lait varier le module r entre les limites r = o, ;- = co , et l’argument/j 
entre les liimites 

p = 0 — = Cp -I- TT, 

ç désignant un angle fini quelconque, en excluant même une de ces 
limites. Donc le sens de la notation l(u;) se trouvera complètement 
fixé pour chaque valeur de .r, si l’on prend 

(i3) l(.c)=rl(r) 4- 0 

en supposant que l’argument p varier entre les limites «p — û, 
sans pouvoir jamais atteindre une de ces deux limites. D’autre part, 
comme dans le cas où x est réel et positil’, on est convenu de repré- 
senter par l(if) le logarithme réel de w, il faudra que, dans l’équa- 
tion (i3), 0 se réduise à zéro quand x sera réduit àc; par conséquent, 
il faudra que la valeur zéro de l’argument 0 soit comprise entre les 
limites cp — r., p + r.. Cette dernière coiulition se trouve remplie lors- 
qu’on suppose p = O ou P = U, c’est-à-dire lorsqu’on fait varier G de o 
à 27C, en excluant la limite supérieure 2 u, ou de — â à + r., en 
excluant la limite inférieure — k, ou meme plus généralement lors- 
qu’on attribue à l’angle p une valeur comprise entre les limites o, ri, 
en excluant l’une des deux limites de 0. 

Entre les trois suppositions que nous venons d’indiquer, les deux 


premières sont les plus simples, et Ton pourrait être tenté de choisir 
la première, comme l’a lait M. Lamarle. Mais il importe d’observer 
qu’alors les fonctions 

i(x), æ:'" 

cesseraient d’etre continues dans le voisinage de valeurs réelles et 
positives de x, ce qui ne serait pas sans inconvénient. Il en résulterait, 
par exemple, que, pour des valeurs du module r inférieures à runité, 
les deux fonctions 

ne seraient plus des fonctions toujours continues de x et de 0, comme 
dans le cas où l’on pose © = 0 . Au contraire, lorsqu’on adopte la 
seconde supposition, c’est-à-dire lorsqu’on fait varier Û depuis la limite 
— vl exclusivement jusqu’à la limite inclusivement, les deux expres- 
sions 

1(1-+- .a;), (i-|-u.-)'« 

restent fonctions continues de a;, pour toute valeur du module ?■ inl’é- 
rieure à l’unité. En clfet, posons 

(l/i) I -t- — P 

l’argument a étant assujelti, coninie l’argument 0, à varier entre la 
limite — r. et la limite t: sans jamais atteindre la limite inférieure. On 
aura, comme ci-dessus, 

I -1- /' cosO P cusoc, /■ biuO = P .siiia ; 

par consè({uent, 

iH-cosO . r . „ 

cosa = > •>, siaa— -siiiü, 

P P 

(d., tandis que l’argument Û variera entre les limites — t:, -|- r., cm pas- 
sant par la valeur zéro, l’argumenta, toujours compris entre les limites 

pidsque son cosinus sera positif, variera, avec a;, par degrés 
insensibles, et passera de la valeur zéro à la valeur — arcsin;-, puis 



r('vi(3iulra tlo cc'Uc-ci à la valeur zéro, puis, eiisuile, passera de la 
valeur zéro à la valeur arcsin/-, puis, enfin, reviendra de celle-ci à la 
valeur zéro, c’est-à-dire à sa valeur primitive. D’ailleurs, a variant 
avec comme on vient de le voir, par degrés insensibles, et le module 

P = \/ 1 -i- /■- H- 2 /• cos Ü 

jouissant évidemment de la même projiriété, il est clair que les fonc- 
tions (i+a-)"', dont les valeurs seront déterminées par les 

équations 

1 ( n- .r j I ( p) -i- a. \ — 1 , 

( i + x)"^— c'" le-i-’O— P'" e"'“ 

seront, i)our /•<^i,des fonctions continues de la variable imaginaire .e. 

Eu égard à ces considérations, il paraît convenable de fixer le sens 
des deux notations 

à l’aide des formules ( 12 ), (i3), ou, ce qui revient au même, à l’aide 
de la formule (i3) et de la suivante : 

(là) x"^=: r'" 

en assujettissant rargument G de a- à varier depuis la limite — u exclu- 
sivement jusqu’à la limite -n; inclusivement (‘). 

En reproduisant, dans les Exercices (E Analyse, le théorème sur la 
convergence du développement de J\x) en série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de^’, j’ai mentionné, comme condition de con- 
vergence, non seulement la continuité de J\x), comme je l’avais fait 

(D Hopuis la rédaction do ccL article, en parcourant le Mémoire <|ue M. lijôrliup; à 
publié sur lü développonicut d’une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, 
j’ai trouvé, au bas d’une page, une note où il est dit que cet auteur a présenté â l’Acadé- 
mie d’Upsal une Dissertation sur l’utilité qu’il peut y iivoir à conserver dans le calcul les 
deux notations .-r", ](x), dans le cas mémo où la partie réelle de .x est négative, 
M, Bjorling veri’a que, sur ce point, je suis d’accord avec lui; il reste à savoir si les 
conventions aux(iuellos il aura eu recours, pour fixer complètement, dans tous les cas, le 
sens des notations x^, l(.r) sont exactement celles que j’ai adoptées moi-même ; et, poul- 
ie savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit possible de connaître la Dissertation dont 



cil 1802, mais encore la contiiiuilé de f'(æ'). ToiiLeldis, une remarque 
de M. Liouville ayant ramené mon attention sur cet objet, m'a engagé 
à Texaminer de nouveau dans un Mémoire sur quelques propositions 
fondamentales du calcui des résidus et sur la théorie des intégrales 
singulières. Voir les Comptes rendus des séances de C Académie des 
Sciences, séance du ib décembre i(Sdd-) On trouve, en elFet, dans ce 
Mémoire, le passage suivant : 

« J’observerai que j’ai déduil conslamnient les divers tliéoi’èmes 
» précédemment rappidés (ceux qui sont ladatil's au résidu intégral 
)) d’une roiiction), et les théorèmes analogues, d’un principe Idnda- 
)) mental établi dans mes iMémoires de i8i4 et de icSnn. Comme ji' l’ai 
)) reconnu dans ces Mémoires, la dilïerence entre les deux valeni-s 

» d’une intégrale double, dans laquelle la fonction sous le signe j pen( 

» s’intégrcf en termes linis pai‘ rapport à l’une quelconque des deux 
» variables que l’on considère, se trouve exprimée par une intégrale 
)i définie singulière. Ce principe unique suint pour montrer {|ue, 
» clans le théorème relatif au développement des fonctions en séries, 
)) on poui'raità la rigueur se passer de la considération des fonctions 
J) dérivées. Il eu résulte donc, conformément à l’observation judicieuse 
)) que M. Liouville me faisait dernièrement à cet égard, qu’entre les 
)) deux énoncés du théorème, donnés dans mon Mémoire de r8.')j, et 
» dans mes Exercices d'‘ Analyse, il semblerait convenable de choisir 
)) le jirender. Toutefois, lorsqu’il s’agit du développement des fonc- 
» Lions en séries, la considération des fonctions dérivées me parait ne 
a devoir pas être entièrement abandonnée, attendu que très souveiit, 
» comme je l’ai ailleurs dit ailleurs, cette considération est précisément 
» celle qui sert à déterminer les modules des séries. » 

Évidemment, M. Lamarle n’a point connu ce passage puisqu’il ne 
le cite point, quoiqu’il reproduise la remarque, qu’on peut omettre la 
condition de continuité en ce ([ui conceime ladérivé(u 

Avant de terminer cet article, je ferai ('iicore une l'cmarque. La 
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(léiiionslraLion que j’rii düniiée du Üiéürème diins le Aléujoij'o (|ui a poui* 
titre : Considérations nouvelles sur le théorème des suites et sur les lois de 
leur convergence (t. I des Exercices di' Analyse, p. 269 et suiv.) repose 
sur rétablissement de quelques équations ([ui, réduites à des Ibnnub's 
de calcul intégral par la réduction d(^ certains accroissements supposés 
très petits à la limite zéro, fournissent, qiuuid on se sert des notations 
ci-dessus admises, les résultats suivants. 

La formub; (i ) du paragraphe 1 du Mémoire cité donne 

(id) ^ — I V— ^/fj — O, 

OU, ce qui n'.vieiitau même, 

j = 0. 



Or les formules (lO), (17), (19) i^ont précisément les équa- 

tions fondamentales desquelles M. Lamarle a déduit aussi la démons- 
tration du théorème. {Voir les pages 182 et i 33 du présent volume.) 

•hobserverai, en finissant, que la démonstration du théorème énoncé 
pourrait encore se déduire de la formule générale établie pour Linté- 
gration des différentielles exactes dans mes Leçons sur le calcul infini- 
tésimal, En vertu de cette formule, si bon pose 


( 'X l il l 


( ly 1/ 


^ //•>• _J_ •vf rr. 1' 


^ rl\' - 4 - iJj / .' 7 ; 


. ^ Ht. - 4 - 


s l lî 1. 1^: JJ i: V !': L 0 1> J» K lYl 1^ iN T D 1^: s F 0 ^ C T K ) ^ s 


:r2 


étant des Ibnctioiis continues, du moins entre certaines 

limites, et choisies de manière que le second membre de la formule (i4) 
satisfasse aux conditions d’intégrabilité, et si d'ailleurs on assujettit la 
fonction a à s’évanouir pour certaines valeurs 

•^'oî y ni ^Oi • • • 

de 

.r, a, 

respectivement comprises entre les limites dont il s’agit, un aura, 
comme il est facile de le prouver, 



(Jr, cette forinule devant subsister quand on écliangera entre elles les 
variables x, y, s, . , . , fournira, par suite, plusieurs valeurs de u, qui, 
dans riiypothèse admise, devront être égales entre elles. On aura, par 
exemple, si les variables x, y, ... se réduisent cà deux. 



:>')<)• yj-i’i y) ^iy -\-j^ 


cp(.r, j-„) dr, 


OU, ce qui revient au même, 


■v« 


puis, en nommant x, y des valeurs particulières de x, y comprises, 
comme ui-’o, ro? entre les limites entre lesquelles les fonctions 

y)i y) 


restent continues, un trouvera 
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;i 3 

une variable imaginaire a- par l’équation (2), et la cliflerenLielle 

o{-T, y) (h- y(.r, y) dy 


par l’expression 

J\/‘ 6 -'* ' ' ■ ' ) d ( /' ‘ ‘ ~ ' _/'( /■ ' ) \dr -i- r (d) \l — i 


les fonctions 


j), /.(•/% J>') 


SC trouveront remplacées par les suivantes : 

/(/• '■-”), ' "O- 

Supposons d’ailleurs que 

reste toujours fonction continue do x pour des valeurs do r comprises 
entre les limites 

e=;/ü, v—R^ 

et prenons — r., H- r. pour limites de l’argument 0 . Ün tirera de la 
formule (21) 

( 22 ) ^ ‘ [/?/( R ) ] c/0 = o . 


Enfin, si l’on pose /’o = o dans la forme (iC), elle donnera 



la valeur de ^ étant 

Z — R 


L’équation (28) suppose seulement que la fonction/(:r) reste continue 
entre les limites o et B du module de Si, dans cette meme équatioi], 

f ( - f ( "IT 's 

on remplace /(s) par ■ ■ ■ - f ^ ? alors, en supposant le module/; de x 

inférieur au module R de s, on trouvera 



puis, en développant le rapport sui van t les puissances ascendantes 

de Æ-', on obtiendra la formule de Maclaurin, qui subsistera, ainsi que 
la formule (24), tant que le module de x‘ conservera une valeur infé- 
rieure à celle par laquelle la fonction /(oj) cessera d’être fini(^ et 
continue. 
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SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES 

PRISES 

ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 


liullelin (le Férussdc^ Tome III, p. ‘214-221; i8‘i5. 


Dans nn Mômoiro pprsinUé à rAcadnmic des Sciencos, !(' 
28 octobre 1822, ainsi que dans le iç)'' Cahier du Joiu'nal de PÉcole 
Royale Polytechnique, et dans le résumé des leçons données à cette 
école, j'ai fait voir comment on pouvait parviuiir à fixer, dans tous les 
cas possibles, le smis que Ton doit attacher à la notation 



destinée à représenter une intégrale définie, prise entre des limites 
réelles x^, X-, quelle que lut d’ailleurs la fonction réelle ou imaginaire, 
désignée par f{x). J’ai prouvé qu’une intégrale de cette espèce, 
lorsque la fonction /(a;) devient infinie entre les limites de l’intégra- 
tion, est en général déterminée, en sorte qu’elle adjuet une infinité de 
valeurs, parmi lesquelles il en existe une qui mérite une attention 
particulière; et que j’ai nommée valeur principale. Enfin, j’ai montré 
que la considération des valeurs principales des intégrales indéter- 
minées, jointe à la théoriii des intégrales singulières que j’avais exposée 
pour la première fois dans un Mémoire de tSi4, suffisait pour établir 


une nuiUilude de roriiiides générales à l’aide desquelles on j)oiivait 
évaluer ou du iiioiiis transloriuer les intégrales définies. Le nouveau 
Mémoiriî, ({uc j’ai présenté à l’Académie des Sciences, le 28 lévrier 
dernier, a pour but d’appliquer les princijies, qui m’ont guidé dans 
ces recherches, aux intégrales prises entre des limites imaginaires. 
On sait que l’emploi de ces dernières intégrah's a conduit M. Laplace 
à des résultats dignes de remarque. Dans ces derniers temps, M. Hrisson 
nous a dit s’être servi avec succès d(‘ ces memes intégrales, et de leur 
transformation on intégrales définies ordinaires, pour développer des 
fonctions données en séries composées de termes proportionnels à des 
exponentielles dont les exposanis suivent <les lois connues. Enfin un 
jeune Russe, doué de heaucouji de sagacité, et très versé dans l’analyse 
infinitésimale, M. Ostrogradky, ayant aussi recours à l’emploi de ces 
intégrales et à leur transformation en intégrales ordinaires, a donné 
une démonstration nouvelle d('s formules ([ue j’ai précédemment 
rappelées, et généralisé d’autres formules que j’avais présentées dans 
le i g" Journal de L'École Royale Polytechnique. .M. Osti'ogradky a bien 
voulu nous fair(‘, jiart des résultats principaux de son travail. Mais ni 
ce travail, ni aucun des Mémoires publiés jusqu’à C(^ jour sur les 
diverses branches du calcul intégral, ii’ont fixé le degré de généralité 
([lie comporte une intégrale définie prise entre des limites imaginaires, 
('t le nombre des valeurs qu’elle peut admettre. Telle est la question 
qui vient de faire l’objet de nos recherches. Sa solution, qui dépend du 
calcul des variations et de la théorie des intégrales singulières, fournit 
imrnédiatmuent un grand nombre de formules générales propri's, 
soit à l’évaluation, soit à la transformation des intégrales définies. Ces 
formules comprennent, comme cas particuliers, celles ([ue j’ai déjà 
mmitionnées, et celles que quelques géomètres ont obtenues diquiis 
peu par d’autres voies. 

Des j)i‘incipes dévelojipés dans le iMémoire (|ue nous annonçons, il 
résulte que, si l’on désigne par x, y deux variables réelles, jiar 
z = x-yy s ! — 1 une vaidahie imaginaire, par /'(g;) une fonction réelb' 
ou imaginaire de enfin par a?,,, \ .Y, Y, dmix svsténu's di' vahuirs 


particulières (.les variables r(‘elles (T, j, l’intégrabî 

^-V-r v» '~l 

(') j __fi=-)àz 

• f,,-: va — 1 

aura une valeur unique, lorsque la fonction f{z) ne (levienclra infinie 
pour aucune des valeurs de z=zx-\-y\j — i correspondantes à des 
valeurs de x comprises entre les limites x^^, X, et à des valeurs de y 
comprises entre les limites p'o, )'. Si le contraiia' arrive, c’est-à-dire 
si fiîquation 


se trouve viîrifn'ie par des valeurs de œ et d(' y compinses entri' les 
limites dont il s'agit, l'intégrale (i) admettra géiuiralement div(M'si‘s 
valeurs, distinctes les unes des autres. Mais la dinèrence entre deux 
([uelconques de ci'.s valeurs, ('.tant la somme de plusieiu’s intégrales 
singulières, c’est-à-dire prises entre des limites infiniment rappro- 
chées, pourra étr(', facilement calculée en tmanes finis. De plus, si l’on 
suppose que les variabb's a;, j r(‘présentent des coordonnées rec.tan- 
giilaires, et si, pour abréger, on indiqiu' un point à l’aide de ses 
coordonnées, renfernuMis ('ntr(‘ parenl.hèses, une ligne à l’aide de son 
équation; chaque valeur de l’inlégrab'. (i) sera relative à une ligne, 
droite ou courbe, tracée dans le plan des x, y, de manière à lier le 
point (a:.*,,, jo) iivec bi point (.Y, )'), et dans bufuelle un seul point 
réponde à chaque abscisse comme à chaque ordonnée. Cette ligne sera 
complètement déterminée, si l’on assujettit les variahb's x ('I y à d('ux 
('([nations simultanées di' la forme 

(,'•!) Æ = cp(/), J = 7(/), 

o(z), désignant deux fonctions réelles d’une nouvelle variable /, 
qui se réduisent à x^ et /o, pour i — to, à et )' pour t=T; (^t la 
valeur parti culiè)‘('. d(^ l’intégrale (i), coriu'spnndante à la ligne dont il 
s’agit, s('ra 

(i.) f -1- ix '( 0]/[?(0 H- 


On peut, au reste, substituer à cotte ligue un système de plusieurs 
lignes droites ou courbes, formant un contour qui partirait du point 
(it'o, r„) pour aboutir au point (A', 1"). On obtiendra un semblable 
système, si bon désigne par (p(p, cj, r, . . .), / (/?, 7 , r, . . .) deux Ibnc- 
tions réelles de plusieurs variables p, q, i\ . . . propres à rempli)’ les 
conditions 

. j 7 V'M ''"il; • • • ) — '•*'11' Vfl! • ■ • ) — J'ili 

( o( /^ (A ) = .r, -/S /A <l fi....)=Y, 


et si bon assujettit les variables 

s X et /, considérées comme fonctions 

de bu ne des quantités p, q, r, . 

. . à vérifier, t" entre b's limites p—p„. 

p = P, les équations simiillanéi 

es 

(G) .r rz: ü(/;, 7 „, /-n.. . . 


2 " entre les limites q = 7 ,), 7 = 

Q, les équations simultanées 

( 7 ) .r — ü (P, . 

1 , J — A(/>, 7 , 

3" entre les limites r — 7 ’,,, r = 

y?, les équations simultanées 

( 8 ) ,rr:zo(/A (A 

y = X{2\ Q,r,. 

Alors bintégrale (4) se trouvei'a remplacée par la somme 

f 7n, 7’,„. 

• •) + V'— I X(Ai 7n, • •)] 

i>i 

dp 

X/{ '-ü,- 

• .) -+- v/— ' Z(yA 7*b •) 1 2p 

, q, . 

. )H-v/— 1 <h /’o )1 

i 

d<l 

x/i 7: ''ib- • 

.) -U \j— I 7. /‘<b- • •) 

p^‘d\o(/\ 0, . 

■ ) + Q- '■.■■• il 

' „ 

dr 

y</{o{P, 0, 

i~ 

.) H- v^— I vSP, Qy\...) \dr 


Lorsque les équations (ü), (7), (8), . . . fournissent une seule valeur 
de J pour cbaque valeur de x et réciproquement, la somme (9) repré- 
sente, aussi bien que bexpression (4), une valeur particulièia^ de 



1 iiilf'gralc (i). Ajuiitc/- (juc, (.(ans le; cas mumik; où cctLc coiiditiuii u’est 
pas remplie, la difierence entre deux sommes semblables à la précé- 
dente peut être obtenue sous forme finie, et (pie cette dilFérenee S(' 
compose toujours d une suite de termes représentés par des fonctions 
connues tfune ou de plusieurs racines de fécpiation (2). On déduit 
immédiatement de ce principe une multitude de formules générales, 
propres, soit à la transformation, soit à l'évaluation des intégrales 
definies. Parmi ees formules se trouvent comprises celles (pie j’ai 
données dans le ii)'' Cahier du Journal de V École Polytechnique. Ainsi, 
par exemple, en réduisant les variables p, q, r, . . . , à deux, et posant 
suceessivement 


("0 qijy ^D-p—.r. ‘/{p. q) z~ <i — y . 

(|>) /•) = /‘COHJ), y{j),/-)z=/-Jmp. 


jiLiis com[)araiit, dans cliacpie hypothèse, les deux sommes (pie Ibui’iiit 
la formule (9) (juand les deux variables changent de rôle, un établira 
immédiatement les écpiations 


(l'O 


et 

((.■i) 



j'ii V'^“' 0 V ~ ' 

•V -]- J — 1) du.' + y — 1 




■ r,, -i- J' \ — 0 -f- A, 


/» '' ' 

I — ' y (/■ c'C" ' - dr -I- \! — I / R d ' ' “ ^ j\R d' dp 

-/ e^’é- '/(/'t;''' “')(//■ -h \/— I / /•„ t'C t'Cv -')fy+ A. 


Dans chacune de ces formules, A représente une somme de termes 
linis correspondant à diverses racines de f équation (2). Si f on désigne 
par J.11, dd, . . . ces racines, par e un nombre infiniment petit, et par 
m le nombre des racines égales à .r-i, alors, en posant 


(li) 


1 . 2 .3 ... (//i — 0 


d"' £j 

Æ"' i 


s 1 1 II 1 . 1*: s I i\ T K (i H A \ . E S I ) i': V I N I i : s 


()2 

un iiLira, jjoui' déLci'iiiiiicr A, une éqiuilioii de la ruriiie 
( I j j A rz: 2 r ( 1', -h E -i - ... ; V — ' • 


il est, d’aill('ii)‘s, impurlaiil (l’u])sei‘VCJ' ([u’un devra pri'iuiia' pour 

u-'i, X., si l’un cherche la valeur de A rolaiive à la rurnude (in), 

celle, s des racines de réquaLion (y.), dans lesquelles la parlie, réelle 
sera comprise cuire les limites .r„. A", cl le cueflie,i(înt de \J — i enlri’ 
les iimiles y,,, )'. Au conlraire, si l’on vciil ohlenii- la valeur d<; A 
relative à la formule (id), on devra scmlemenf (cnir compte des racin(',s 
<lans lesquelles le inodide sera compris entre les limih's /•„, Jl, et le 
rap[)ui‘t (lu co('incient de — i à la pajMie réelle, enliu! les limih's 
lang/;,, et laiig/h Enfin, si la fonclion cümpris(' sous !(> j , dans 

rune. des intégrales que reiderment les formules (12) et(i 3), de.vient 
inlinie (.'iilre les limites de rintégralion, cidui des lermes f|, h, ... qui 
s(‘ra relatifà la valeur inlinie de la fonction, dc'vra ('Iim' réduit à moitié, 
(!t l’intégrale elle même à sa valeur j)rincipale. 

Lorsque la foiielion /(a- -|-p' ^ — 0 ^’évanuuil pour (pii'l 

(jue soit }', pour j=:cc, quel que s()it.r, on tire dc' l’équatioji (12) 


(i(i) 


et 

(' 7 ) 


/(.rj cU 


■f(j-) dx 


= v— ' /, iLï v - 0 H- A' , 

==-V -‘ / Ah 

y J{x)dx=zA, 


A se composant de termes relatifs aux racines de l’équation (2), dans 
lesquelles le coehicient de y — i est positif ou nul, et Ah A", repia-'.sen- 
tant hes deux parties dans lesqmdhîs A se divise, loi‘s(|u’ou rassemble 



On lire oncore de lu Idriiiuk* (i3 ) 


(iN) / = I J\r) rir + 

‘J U y'— t 

e(. 

( ' ’.O j' d"' — ^ y( e/H — > j dp = ~7= ’ 

A s(‘, cüiïiposaiiL do Loriiies rohiüls aux racines tloiiL le inudidt.' est plus 
])elit (|ue Ivinilé, ot A' de termes relatifs à celles de ces racines dans 
les([iieli('S le coefïicient de ■J — i est positif. 

(dis divers('s formules coïncident avec c(dles que j'ai données dans 
!('- iVlémoire de 1814, dans l(i Journal de ViCcole polylechniqiw, dans h' 
llésuiné des leçons données à cette école, dans le Bulletin de la Société 
Ph.ilotnatigiie, et dans les nouvelles notes ajouléi's au Mémoire sur les 
ondes, lidles fournissent les valeurs de presque tout(is les intégrales 
déllni('s eoniuies, et celles d’un grand nombre d’autres. J(‘ me conten- 
(erai de, ciU'r ([Li(d([ues exem[)les. 

Si l’on désigiu' par a, b, r, .y des ([uantités |)Ositives,, par /.• un 
nonibia'. compris entre les limites o, i, et par F{ai) un(> fonction qui ne 
(bivienne j)oint intinie pour des valeurs réidles d(' .r, ni pour des 
valeurs imaginaires dans lesquelles le coelïicient de y — i soit positif, 
on tirera des équations (16) et (17) 


(■.w) 


t. 

f" F(.v) y =j: J- ( 

-A. 

uj 



(■n) 


/■ (Le 

.r- U- / 

y— 

.r dj' 

X- H- /•- ' 

z=T.F{r\l- 



[ C'’ r, ^ 


d.v 







y-"' 




(■>.■>) 



d.r . , 

='!S.I./;'7r 

il- \l—i) 

' 0 

■d-r) V — 1 



On trouvera encore 


/<(,/■ 


/(r 

r 

-./• V- 

~) 





— . f v'- 



F(^-) 



/(/• — Æ- i ) 


d.L- — i>. 7r /"I ( 1 — /■) V' “ * J pour 

d.v = — IX F (o), 
cLf =z O 


pour /■ >> 1 


i)e nièiiie, 9(^‘) re])rés('ntanL uih '. rraetion rationiu'lle, ('I 0 un arc 
rcnrermé entre les limites o, r., on obtiendra racilmnent les valeuri- 


des intégrales 


,r"“‘ cp (æ‘) c/./-.', J rAjiilj.v Cù{.r) (/.r\ ^ cp (.r ) l'/.r, 

j /(/•- — /•./•cosO a- ,v-) 9(.r) f/.r, J' arc col./; d.r, 

I arc Lang a>{.v) //./•, j /( i H- h- /■-) cp(.r) d.r, 

— r. ' • a 


^ cos(/<sin//.i;) cp(u’) r/./-, J' cp (a,-) dj‘, 

J* t!"“Js*'*'’sui(i6biuZ?.r) ç)(. /•)//, /U cp (./;) f/,/;, 

f'co.s//,r r" si 11 //.,/• 

j j •••• 

*' 3 C A 

Ün trouvera en particulier 


rd.r 


(^■i) 


J ^avi n/iu: _L 


I 


hln{ashilj.i') — r— — rr = Ü 


(?■■>) 

(26) 

etc. 


I sin r 

i/(i \ 

f æ<‘ 

i) 


iliz 


ha 


/• (Lv r. 


dl~ 1 yy-'fir 


/ Ctlt 

^.rastogJjjf 


a - H- /•- 2 

\ r dx 


\ 2 


./■- -j- /■- 2 


/■“ 1 e' 


Enfin si, avec M. Legendre, on désigne par r(a?) la fonction 
/ e~’-' dz, on trouvera 

•^u 

n ^ fjix du- 


(^'7) 




J_fr-i-.rd—LY r(a) ' ’ 


(/•H-.rv/^y 

J- (/■ - ^ \/^ )'' ^ (/• H- i/— \j— 0^' 




, . r '■ ("/./• 2 77 r ( H- — I ) 

^ c/_,. (r + ,r^ — 0"('^ — •'^-‘ \/ — 0^' ( /• + r(ffi)l(6) 


(3()) 


i: 


( cos J) )‘U-os bp dp 


Via -i~ O 


' ' J, / a. -I- h 


^- 1 r 


a — h 


-I- I 


toutes les fois que l’intégrale renfermée dans le premier membre 
(Conservera une valeur finie. 

Ajoutons ({110 des formules précédentes on pourra déduire un grand 
nombre d’autres, soit en remplaçant, dans certains cas, les constantes 
réelles par des constantes imaginaires, ce qui sera permis en parti- 
culier |)our la formule (24), soit en dilTérentiant ou intégrant par 
rapport à quelques-unes de ces mêmes constantes. 



ET A COEFFICIENTS VARIABLES C) 


iiulledn du Féntssnr ^ Tome IV', p. yr-yS; 1825. 


i'iii nioiilcn dans ce Méinoirii <;ominciiL les rocnmlos (jik* j’avais 
déduites de la théorie des intégrahîs singulières pouvaient être apjili- 
quées à riiitégralion des équations différentielles linéaires, des équa- 
tions aux différences finies, et des équations aux différences partielles. 
Les formules que j'avais présentées dans les trois premiers paragruph(‘.s 
de ce Mémoire ont été insérées dans le 19" Cahier du Journal de V École 
Royale Polytechnique. Je vais inscrire ici celles auxquelles j’étais 
parvenu dans le paragraphe, et qui sont relatives à l’intégration des 
équations aux différences partielles, linéaires, mais à coefficients 
variables. 

J’ai donné dans le ig" Cahier du Journal cité une l’ormulc que l’on 
peut écrire comme il suit ; 

(O ’->n, • • ■ ) V,, G7 ) 

“ jjl ■■■ v,ü 7 , ...) da diJ.dÇi dv dv (Itâs ... 


entre les limites 


V = V , 


V --r y 




y U A 1 1 U i> A I I A. 1 M f r r. 11 r. ^ r a k 1 1. r. l ïI; & . 


Oi 


Dans cette formule M, iV, . . . sont des fonctions quelconques des 
varial)les [x, v, ru, ... ; n représente le noin])re de ces variables, et L le 
dénominateur commun des fractions qui reju’ésentent les valeurs de 
/i, (], tirées des équations 

dM dM dAJ 

dl\ dj\ r/A 

./V-" ^ 

bnlin [j.„, v„, ru,,, p.,, v,. ôji, ... désignent les divers systèmes <!(* 
valeurs de [j., v, m, . . . propres à résoudre les équations simultanées 

f .1 ) A/ — : O. A — I). ... 

cl composés de valeurs de p. renfeimiées entre les limites p.\ a", de 

valeurs de v renfV.rmées (mtre les limites v'. v" Dans le cas parti- 

culier où l'on suppose, 

( ,'| ) .;)/ U. \ ■ — )' r. ... 



1(' nombre (b's variabl(',s .r, y, z, . . . étant égal à /l, et //, r, . . . 

représentant d('.s fonctions des variables o.. v. ru on tiri' <!(' la 

formule (r) 


(à) 


///■•■ 


... V 


L - /> 


( //, c. 


d'j. f/’j. d,j c/v 


enlri' les mêmes limites. Dans C(!t(e dernière, la fonction h\ii, c) 
remplace la fonction /'( p., v, ru, . . .), les limit(‘s p/, p", '/, v", . . . sont 
choisies de telle nianière que l(‘s valeurs con-i'spoiidantes de //, r. . . . 
puissent être considérées comme des limites inférieures et siij)érienia's 
des valeurs attribuées aux vai'iables .i\ y, z et L désigne le déno- 

minateur commun d(‘s valeurs de jj , tj, /•,... tirées des équations 


du 

du 

d.u 

d^j. 



dv 

dv 

(h' 

dp. 


' dîTS 


(é) 


. , 



AjouLoiis que dans les formules (i) et (5) on pourrait, au lieu di 
a v/ — 1, [^s! — I, écrire partout H- a — i, — i, a, h 

désignant des constantes arbitraires. 

Concevons maintenant que K, X, Y, T étant des fonction 

quelconques des variabls .-r, y, /, il s'agisse d’intégrer l’équatioi 

aux diifércnces partielles 


( 7 ) 


A 9 -i- 


, . ri O -, rio 

' ^ + ^ ty 





O 


de manière que la variable principale © se réduise à 
(8 ) • • • .) pour 


On présentera réajuation ( 9 ) sous la forme 

tti \ o) r/(}'o) fUTo) 

rl;v ^ rlr * • • • I 

(LY ri)' rlT 

et la valeur inconnue de o sous la formi' 

( 10) O = i ] lll . . . c;®!-’ — «i »■— ‘ giAj — !•) V— I . , . (j; ch . . . , 




les limites étant celles de la formule ( 1 ) ; u, e ^ étant des quan 

tités que Ton supposera fonctions (h's siniles variables p., v i 

Soient d’ailleurs S, U, V, . . W, ce que deviennent K, A', 1", . . j 

quand on y remplace a; par u, y par e On tirera des équahom 

(5)et(io) 

, I A O r- ) • • • ' a'Y<' ria rly. cl^j (h . . . , 

I .t'ep J cp r- . . . jusqu’il y’cp — . . . 

et 

cp ~ f — j . . . V- ï ep é- ï . . . -j; clrj. dy. d^j <iv . . . , 

dv . „ dr 

JUHqua 



enfin on aura 


(i3) f{x, y, Z, .... t) 

= eP(r-.-)v^:^ ... ^V-f{u., c, ..., /) da d^id^ dv.... 


Cela posé, on satisfera évidemment à f équation (7) en posant 

(i4) ! 


U-W^ lay/” 


dt 


S 


dt ^ 
dU dV 
du dv 


..-.O- 


Pour que cette dernière équation se vérifie sans que u, c, 
deviennent fonctions de a, ( 3 , . . il est nécessaire que Ton ait 


(15) 
et 

( 16 ) 


dt ’ 


V- 


ir^=o, ... 



dV dV 
du dv 





Si f on veut en outre que <p se réduise à 
(*7) •••) 

— Ijf ' ' ' e§(r-''') v'-i ... Jq v da d(j. c/(3 dv . . . 

pour t = tü, il suffira d’admettre que cette supposition réduit les 
valeurs de z/, e, . . . , 'j' à celles que déterminent les formules 

( 18 ) U = IJ., V — V, V, w, . . . )• 


On devra donc alors intégrer les équations simultanées (i 5 ) et (16), 
de manière que les conditions (18) soient remplies pour t = z,,. 

Pour appliquer à un exemple fort simple les principes que nous 
venons d’établir, supposons qu’il s’agisse d’intégrer l’équation 


do 


dj 


do 

-I- . . . -1- / ao = O 



(le, manière qii'oii ail =z f^^(a^, y, z, . . . ) [)onr l=i. Dans (*(' cas 
particulier on trouvera 

\ — .T. J -- y. . . . , T—l. K = — a, /( a-, v / ) -r o . 

/ -r n. ) . I'. .... n T.: /, S — f/, /{u, f. ..../)- : n ; 

et, par suite, les équations (' i 5) et ( i G 't deviemlroiit 

du dv 

U — L — r =: i). t’ — ^ = O, . . . , 

dL dt 

. . d(D 

— ( U H- U ) 'i/ -y t ~ O 


En intégrantcellos-ci de manière que les conditions (i8)soientvéririées 
pour / = f , on trouvera 

N ;j.l. V/, .... ‘b — _/o ( V, ... ). 


delà posé, la l'ormule ( lo ) donnera 


I ..i.yV'' " lll ... ' ' (d’:' - 1 '' • • • ./il ( P-, V, . . .) da d\j. dp (h 




/" /// ... C I ^-Si'-vtv’ I 


,/i.( ]d'J.d\J.dpj (h 




c.e qui est exae.l . 

Eoinnu', tou((' équation aux dilîérences partielles du i''*' ordri'. piuil 
être remplacée par une équation linéaire du mèmeordi’e qui renfejmK' 
un plus grand nombre do variables, il est clair (fiu' la méthode précé- 
dente peut être appliquée à rintégration de (outf's le.s équa, lions aux 
différences partielles du E'' ordre. 

En appliquant la même méthode à réquation linéaiia', la |dus géné- 
rale du 2" ordre et à coefFicients variables, et présentant cette équation 
sous la forme 


d-{Ry() 

dx- dx dt dt- d.v 


dt 


=.fix. /), 


on reconnaît qu’on peut toujours disposer de la fonction c) de. 


tic iiliulière à lu lUMulrc iiitcgrablc. Exemple : On inlègrc ])ui‘ celle 
inéthodo rétjiiulioii 

(l-(j--O) J-(./'/o) (l-{L-j- ) 

fl.r- ' lit- lit ilt- 


(‘I l’oii trouve pour sou iuLégrule 



DÉMONSTRATION ANALYTIQUE 


D’UNE 

LOI DÉCOUVERTE PAR M. SAVART 
ET RELATIVE 

AUX VIBRATIONS DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES. 


Bulletin de Férussuc, Tome XI, p. 1829. 


Cette Note, lue à TAcadémie dos Sciences le i3 janvier iSng et 
insérée dans les Mémoires de V Académie des Sciences de VlnstüuL de 
France ( 2 “ série, t. IX, p. iiS-ii^) a déjà été reproduite dans les 
Œuvres de Cauchy, 1 '° série, t. II, p. 84-85. 



MÉMOIRE 

SUR LE MOUVEMENT D’UN SYSTÈME DE MOLÉCULES 
OUI S’ATflRElNT 

OU SK REPOUSSENT A DE TRÈS PETITES DISTANCES 

ET 

SUR LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE (*). 


Bulletin de Féruxsrin, Tome XI, p. 112-114 ; 1IS29. 


Los équations aux (lifïcrcnces partiellos,. que j’ai données dans 
les 3o% 3i“ et 32“ livraisons des Exercices de mathématiques, expriment 
le mouvement d’un système de molécules qui s’attirent et se repoussent 
à de très petites distances, et que l’on suppose très peu écartées des 
positions qu’elles occupaient dans un état d’équilibre. D’ailleurs, ces 
équations peuvent être facilement intégrées par les méthodes que j’ai 
indiquées dans le ig“ cahier du Journal de VEcole Polytechnique, e( 
dans l’application du calcul des résidus aux questions de physique 
mathématique, et alors les valeurs des inconnues se trouvent repré- 
sentées par des intégrales multiples dans lesquelles entrent, sous le 
signe s, les fonctions qui expriment à l’origine du mouvement les 
déplacements et les vitesses des molécules mesurés parallèlement aux 
axes coordonnées. Or, ces intégrales fournissent le moyen d’assigner 
les lois suivant lesquelles un ébranlement primitivement produit en un 
point donné du système que l’on considère se propagera dans tout le 


(’) Lu à l’Académie des Sciences le 12 janvier 1829. 
Œuvres de C. — S. Il, t. IL 


10 



svslï'inc. (l'est ainsi (jue je suis ])arvciiü aux résultats (|ue j(‘ vais 
énoncer, et qui me |)araiss(mt dignes de fixer un moment l’attention 
(les [ihysiciens (‘( (l('s géomélrt's. , , 

1" Si un svsIèüK' de moléculc's esl l(dl(‘im‘iil eoiislil lié, qui* fi’dasli- 
ei(é d(' (M' systéuK' suif la même mi Ions sens, un élu'anlennuil |)rimi(i- 
vmiu'.nt [iroduit <'n un poini qu(‘lcou(|ii(‘ S(‘ propagera de manière qu’il 
(Ml résulte dimx ondes s[)liéri({ues animées de viti'sses constantes, mais 
inégales. De ces deux ondes, la pi'emiéu'e disparaîtra si la dilatation 
iniliale du voluiiu' se réduil à'/.éro; (M alors, si l’on supposi' les vibra- 
tions initiales des inoliMMiies primitivement parallèles à iiiu' droiti' on 
à un plan donné, elles ne cessm'oul pas d'èire paralléli's à ei'tli' droite 
ou à (*(' plan. 

2" Si un système de nudéeii h's esl lellemtmt conslilué ([ue l'élas- 
liiMti' i‘i'sl(' la meme, autour d’un axe parallèle à uiu' droili' doniUM', 
dans toutes les directions p<M'|»endiculaii“CS à cet axe, l('s ('({uatioiis dn 
mouvement renlermeront plusieui's coelficients déjiendant de la naliiri' 
dn systèiiK', (U l'on [luurra étalilir (Mitre ces coeiricients une ridai.ioii 
telle que la propagation d’un ébranlement primitivement produit (mi 
un point dn système, donne naissance à trois ondes dont chacune 
coïncide avec une surface du second degré. De plus, si l’on fait abstrac- 
tion de C(,dle des trois ondes qui disparait avec la dilatation du voliiim', 
quand félasticité redevient la nuuue en tous sens, les surfaces des 
deux ondes restantes se réduiront au système d’uiie sphère et d’un 
(dlipsoid(‘ de révolution, c(d ellipsoïde ayant pour ax(' de laïvolution b' 
diamètre mèm(> de la sphère. 

L’accord remarquable de ce résultat avec le théorènu' dMluygens 
sur la double réfraction de la lumière dans les cristaux à un se.nl axe, 
nous a [laru assez important pour mériter d’ètri' signalé, (d, nous 
(M'oyons (h'voir en conclure que les éf[uations du mouvement d(‘ la 
lumière sont renfermées dans celles qui ('.xpriment le moiivmnent d’un 
système de molèeuli's très peu écartées d’uni' jiosition d’èquililiri'. 


UN NOUVEAU PRINCIPE DE MÉCANIQUE. 


Bulletin l/e Férusxue^ Tome XII, p. 11G-121; iHay. 


ün ('ns(Mi^n(' dans les divers (raités de Mécanique qu’il y a perte de 
forces vives toutes les fois que les vitesses des corps éprouvent un 
changement brusque, et que cette perte de forces vives a pour niesur(‘ 
la somnu' des forces vives dues aux vitesses perdues. Mais cette propo- 
sition, que l'on a nommée Théorème de (Carnot, est évidemmeni 
inexacle, ainsi que la démonstration par laquelle on prétend l’établir, 
(’/est ce dont il est aisé di' se convaincre à faide des considérations 
suivantes. 

Observons d’abord que dans les mouvements qui nous paraissent 
instantanés, par exemple dans le choc des corps, il n’y a jamais di' 
changements brusques dans les vite.sses. Seulement la vitesse dhin 
point niatéi‘i(d pmit varier sensiblement en direction et en intensité 
dans un temps très court et qu’on ne peut mesurer. Dans le choc des 
corps les variations des vitesses sont dues aux actions mutuelles des 
molécules dont ils se composent. L’observation que nous venons de 
faire est également applicable aux corps élastiques ou non élastiques. 
La seule différence qui existe entre les uns et les autres, c'est que les 
actions mutuelles des molécules dépendent uniquement dans les corps 
élastiques des distances qui séparent ces molécules, tandis qu’elles 
dépendent à la fois du temps et des distances dans les corps non 
élastiques. A la vérité, on pourrait donner le nom de changement 



on sait très bien que le théorème ci-dessus mentionné devient inexact 
pour ces sortes de corps; et, pour évit(;r robjection qui en résulte, les 
auteurs des traités de mécanique ont été forcés de dire que les vitesses 
varient d'une manière continue, quand les corps sont élastiques, et 
brusquement quand les corps cessent de Tetre. Mais cette distinction 
entre des mouvements continus et discontinus est purement illusoire, 
comme nous l'avons déjà remarqué; et, par conséquent, il est impos- 
sible d’admettre que la perte de forces vives soit la somme des forces 
vives dues aux vitesses perdues, toutes les fois qu'il y a changement 
brusque dans les vitesses. 

Il est également facile de reconnaître l’inexactitude de la démons- 
tration par laquelle on prétend établir le théorème ci-dessus mentionné. 
En effet, cette démonstration consiste à remplacer dans l'équation 
différentielle des forces vives les forces motrices qui seraient propres 
à maintenir le système en équilibre, par les quantités de mouvement 
perdues dans le choc. Or, une force motrice appliquée à un point 
matériel iic peut être mesurée par la quantité de mouvement que le 
point matériel perd ou gagne dans un instant très court, que dans le 
cas où cette force motrice reste sensiblement égale et parallèle, à (dh;- 
rnême pendaiit cet instant. Mais c’est précisément le contraire qui 
arrive lorsque cotte force motrice produit ce qu'on nomme un change- 
ment brusque de vitesse. Donc la démonstration que nous venons 
d’indiquer est inexacte; et, on effet, si l'on pouvait l’admettre, elh^ 
s’appliquerait aussi bien aux corps élastiques qu’aux corps non élas- 
tiques; et, par conséquent, elle conduirait à une absurdité. 

Toutefois, comme dans les applications de la dynamique, on a souvent 
à considérer des mouvements dans lesquels les variations de la vitesse 
sont presque instantanées, il était à désirer que Ton pût obtenir d(‘,s 
formules générales spécialement applicables aux mouvements dont il 
s’agit. Or, en réfléchissant sur cet objet, j’ai été assez heureux pour 
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découvrir un nouveau principe de mécanique qui peut être employé 
avec avantage dans le choc des corps élastiques ou non élastiques, et 
que je vais exposer en peu de mots. 

Considérons un système quelconque de points matériels assujettis à 
des liaisons quelconques et soumis à des forces motrices données. Un 
mouvement virtuel de ce système, au bout d/un temps quelconque t, 
sera un mouvement compatible, avec les diverses liaisons telles ({u’elles 
subsistent à cette époque; et les vitesses virtuelles des diHérents points 
matériels ne seront autres que les vitesses qubls pourraient acquérir 
dans un mouvement virtuel. Enfin le moment virtuel d’uiie force 
appliquée à l’un des points du système s('.ra le produit d(' celle force 
par la vitess(‘. virtuelle du jioint projeté sur la direction de la force. 
C(da posé, pour obtenir toutes les équations propres à fléterminei- le 
mouvement du s^’stème, il suffira, comme l’on sait, d’écrire, que dans 
un moiivemeiit virtuel quelconque, la somme des moments virtuels 
des forces appliquées est équivalente à la somme des moments virtiuds 
des forces qui seraient capables deproduiri' les mouvements observés, 
si tous les points devenaient libres et indépendants les uns des antres. 
Concevons maintenant que, pendant un instant très court A?, compté 
à partir de la fin du lemps /,, les vitesses varient sensiblement en 
direction comme en intensité, sans devenir infiniment gi'andes, et en 
vertu d'actions développées par le choc de certaines parties du système. 
Construisons d’ailleurs un parallélogramme qui ait pour un de ses 
cotés la vit(‘sse d'un point du système à la fin du temps et pour 
diagonale la. vitesse du meme point à la fin du temps L'autre 

côté mesurera ce qu’on appelle quelquefois la vitesse gagnée ou perdue 
par le point pendant l’instant Aï, et le produit de cette vitesse par la 
masse du point sera de même la quantité de mouvement gagnée ou 
perdue pendant l’instant Aï. Enfin, comme chaque point ne changera 
pas sensiblement de position pendant l'instant Aï, et qu’en consé- 
quence la vitesse virtuelle pourra être regardée comme invariable, le 
moment virtuel de la quantité de mouvement gagnée ou perdue sera 
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j)ar dt i(‘ iiioinoiil viii.uül dû la torcc capabl(‘ de produire le luouvemeiil 
ol)s<n'vé, 011 eli'eeLiiera riiilégraüon ladative à / entre deux limites doni 
la dilFérenc(‘ sera exprimée pai- iL. üon<; la somnu' des mumenis 
vii'liiels des (juauliLcs de mouvement acquises ou perdues s(‘ déduira 
par une iiilégrali'. toute semblable de la somme des moments virtuels 
des Idrees qui seraienl capables de produire les mouvemmits obsm-vés 
si les points étaient libres, et, par conséquent, de la somme des 
moments virtuels des tbrces ap})liquées. Or, dans cette dernièri^ 
somme, les seules forces qui auront des valeurs très considérables 
seront les forces moléculaires développées par les chocs, et elles dispa- 
raîtront de la somme dont il s’agit si le mouvement virtuel est telloinent 
ebois! que deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre olfrent di's 
vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que cette (auidition soit 
remplie, la somme des moments virtuels des forces appliquées sera 
uiK' quantité finie, (d Tintégrale dont nous avons parié plus iiautsi'ra 
sensiblement nulle. 

Il en résulte qu’on peul luioncer géiuiralenienl la proposition 
suivante : 

Lorsqui' dans un système de points matériels les vitesses varient 
brusquement en vertu tractions moléculai l’es développées par les chocs 
de quehjues parties du système, la somme des moments virtuels des 
([uantités de mouvement actfuiscs ou perdues [lendant le choc, est 
nulle toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans 
le(|uel les vitesses de deux molécules f[ui réagissent l’une sur l’autri' 
sont égales eiiti*»' elles. 

S’il arrive qu’aprés le ehuc tout point matériel qui a exercé une 
action moléculaire sur un autre point se réunisse à ee derniei', le 
principe que nous venons d’énoncer fournira toutes les équations 
nécessaires pour détomiinei', après le choc, les mouvements de toutes 
les molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. 
Dans le même cas, l’une de ces équations, savoir celle qu’on obtient 
en faisant (•oïncider b's vi((‘ssf‘s viri.mdles avcf les; ctfpfUlvn'j 


n i n i i y i > i j \ i j i : ^ i i u n v ' > i i r ♦ 


i il 

après le choc, exprimera que la perte de forces vives est la somme des 
forces vives dues aux vitesses perdues. 


Formules relatwes au nouveau principe de îiiécanique . 


Considérons un système quelconque de points matériels ni 

assujettis à des liaisons quelconques et soumis à des forces P, P' 

dont les projections algébriques soient respectivement X, Y, Z, . . . . 
En désignant par se, y, z, les coordonnées du point matériel m, par io, 
sa vitesse an bout du temps C et par a, y, les angles que forment la 
direction d(' la vitesse co avec les demi-axes des coordonnées positives. 
011 aura 


CO 


(±1 

' dr- 


o.r + 


d'\y 

dé- 


fi r 


'’h 

> 7 ô 


b). 


\ 0./’ -h \ O r + Z o s 


OU ce qui revient au même 

, . / d . '$i a. ^ . /■/, O) cos*' ^ 

f a ) m ; 'i.r --1 ; 0 r -l ; oz 

■ ' \ dt dt • dt J 

“ X OU'- H- V ü )• -1- Z oô -I- . . . . 


la caractéristique o étant relative à un mouvement virtuel quelconque. 
Concevons maintenant que, pendant un instant très court 6 = Ao les 
vitesses varient sensiblement en grandeur et en direction sans devenir 
iiirinimcnt grandes, et en vertu d’actions moléculaires développées par 
le choc de certaines parties du système. Comme les positions des 
points ni, m' , .... et les liaisons ne seront pas sensiblement altérées 
pendant le même instanC on pourra regarder ox, oy, oz, comme inva- 
riables, et en intégrant les deux membres de l’équation (p.) entre les 
limites / = o, / = 0 , on obtiendra une autre équation 


(.'!) in ; C 0 ) ('.os y. - - ai,, cosa,,) o.^' U- (w cusc — O),, cusc,,^ o'' 

U- (oi cos Y - - O),, cos Y,|) oz 

i._:ar / \d/. i 0 y / y d/ -\ iiz l 'L dl . 

«''il •d\ ’■ w 


.U) 


( \ o.r - 1 - ^ 0 )■ -I- Z 0 3-!- ... i d( . 


Or, dans la somme XoÆ;-f- Yoj-l- les quantités X, Y, Z, 
auront généralement des valeurs finies, à l’exception de celles qui 
renfermeront les projections algébriques des forces moléculaires déve- 
loppées par le choc; ajoutons que les termes relatifs à ces forces molé- 
culaires disparaîtront si le mouvement virtuel est tellement choisi que 
deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre aient des vit( 3 sses 
virtuelles égales et parallèles. Donc alors la somme Xû.r-f-..., 
conservant une valeur finie, le dernier membre de l’équation ( 3 ) sera 
sensiblement nul, et l’on aura 

(4) ni\ (w cos a — 6)(, cosa,,) ox h- ((,) coso — o),) cos 60) or 

+ (6) cosy — 0),, cosy,,) or H- . . . | — o. 

ApplicaLiun. — Si les massi's m, ni', .... pciuvent se mouvoir (!(' 
manière que leurs distances restent i nvai'iables, en sorte que l('.s 
mouvements de translation parallèles aux axes des .r, y, j:;, ('t les 
mouvements de rotation autour de ces axes soient compatibles avec 
les liaisons données, on déduira de l’équation (4) biS six équations 

! ni 0) cos a H- ~ ni co,) cos a„ -h • • • > 

niG) cos O — ni.G)„ cüs 6„ , 

Cij cos Y /fl 6)0 cos Yij H” * ' * T 

i ni(x)( y cosy — = cos 6) + . . . “ /?/(.>„ ( j’ cosy,) — ; coson) -h . . . , 

niG) ( = cosa •— X cosy) //?.o)o( .s cosao — x cosy,,) -I- . . . , 

m G) ( x cos 6 l' cos a) ~y ni oi„ ( x cos 60 — y cos a,, ) -1- . . . . 

Ces six équations expriment que la quantité de mouvement principal 
et le moment linéaire principal relatif aux quantités de mouvement 
conservent les memes valeurs avant et après le choc. 

Si, après le choc, les masses ni, m', . . . se meuvent elfectivement 
de manière que leurs distances restent invariables, on jiourra prendre 

(7) èx ~ (ù cos Cl ài , i 5 j’ = 01 cos6 Ai!, 05 o) cosy A/. 

Et la formule ( 4 ) donnera en transformant et réduisant 

(8) /^?.o)ri),|(cosa cosa„+ cosS cos6o-l- cosy c.osy,,) -1 .... 


si Ton fait pour plus du commodité 


( 9 ) 


Cl) cüscz — o)o cosa„= Ciii oosa,, 
Cl) cos 6 — Ci'o COsSflrr: Ci); c.OsSi, 
0) cos Y — Cüo COSYur=: Ci)] cosyi 


on aura 

(to) fi)j = ^l'n — fi)0)„((‘()sa cos(Z||-l- coso cosSi,--!- cosy fosy,,) 


et, par suite, 

( [ t) Cl) - -I- (,)f — — “2 I c,)- — c,)c,)„ (cos a coscz„H- cdsc coso,, -+- ensy eus 

Cela posé, la formule (8) multipliée par 2 donnera 

(12) - Cl)- H- i //lot'f — 2 m Ci) j; — o, 

OU 

(13) i/)2Ci)j; iS/7i6)- -h ^/)iC>)‘C 


SUR 

LE PRINCIPE DES FORCES VIVES. 


Bnllclia de Fêriissnc^ Tomo XII, p. 121-122; iSy.p. 


Soient ni, m' , . . des masses soumises à des torces quel conques P, 
P', . . et liées enti'c elles d’une manière quelconque. En désignant 
par X, y, Z, . . les coordonnées des points matériels ni, ni', . . 
par X, Y, Z, . . . , les projections algébriques des forces P, P^ . . . , on 
aura 

(i) mu) ch) + mh)' ch)' 

= X cU -t- Y cly + Z ch + X' cLv' Y' dy' + 7J ch' 

Concevons maintenant que le point matériel /;?, parte de la position O 
et parvienne au bout du temps L dans la position A; en parcourant une 
courbe ONA; puis qu’après avoir tracé les droites Oo, ISn, Aa qui 
indiquent pour chaque point de la courbe ONA la dire(îtion de la force 
motrice P, on construise une courbe onn normale à toutes ces droites. 
Si l’on nomme p la distance Aa on aura 


\J cl, t:~ —1— cLy~ — t— ch 


1— Aj''"— |— A.g" 


pour le cosinus de l’angle aigu ou obtus formé par la direction aA 
avec la direction de la vitesse. D’ailleurs 

^ ^ ^ dix) “1“ y “1” ^ 

1 "^ sj cloc" “ 1 — d y~ clz" 
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est le cosinus de raugle aigu ou obtus forme par ia direction de la 
force P avec la direction de ia vitesse. On aura donc 

( 5 ) niM d(ji . .^zh P dp ± . . . . 

le signe 4-- ou — devant être adopté suivant que la direction aA sera 
celle de la force P ou la direction opposée. La formule Xû^a^-f-Y^j+Z^:; 
s(ira une différentielle exacte, et, par conséquent, le principe des forces 
vives aura lieu toutes les fois que la force P sera une fonction de la 
longueuryj. C’est ce (jui aura lieu lorsque la force accélératrice, étant 
constamment dirigée vers un point fixe ou perpendiculaire à un plan 
fixe, sera fonction de la distance du point matériel au point fixe ou au 
plan fixe. 

Pour deux points qui s’attirent ou sc repoussent, on trouvera 
dz P dj> ±: P' dp' P dr\ 

le principe des forces vives aura donc lieu si la force P est fonction de 
la distance des deux points matériels. 



MÉMOIRE 

SUR L’APPLlCmO^ DU CALCUL DES RÉSIDUS 
A L’ÉVALUATmiN 


A LA TRANSFORftlATION DES PRODUITS COMPOSÉS 
D’UN NOMBRE INEllM DE FACTEURS ('). 


Bulletin, de Fônissnc.^ Tome XIJ, p. 202-206; 1S29. 


Oïl sait qiiTiiio ronctioii ciUiôrc de la variable [)eiit toujours être 
décomposée eu facteurs linéaires qui, égalés séparément à zéro, four- 
nissent les diverses racines de l’équation algébrique, dont le premier 
membre serait précisément la fonction dont il s’agit. Cette propriété 
des fonctions entières subsiste pour quelques fonctions transcendantes. 
Ainsi, par exemple, sina; et cosa:- sont décomposables en facteurs 
linéaires, qui, égalés séparément zéro, fournissent les diverses racines 
des équations sinj?=o, eos.a; = o. Mais on se tromperait si l’on 
attribuait la propriété ci-dessus énoncée à toute espèce de fonctions, 
et il peut arriver que le produit P de tous les facteurs linéaires corres- 
pondant aux diverses valeurs de x, pour lesquels une fonction trans- 
cendante s’évanouit, ne soit pas équivalent ni meme proportionnel à 
cette fonction. Ainsi, eu particulier, les seules valeurs de x, propres à 
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faire évanouir la foiicLioii c ‘' — i sont comprises dans les formules 

,r rz: O, .t‘=±/l7 :\: — i, 

j:' étant un nombre entier ([uelcompie,. et cependant le prodnil P (I(ï jî' 
par tous l(^s facteurs linéaires de la forme 


IIT.\J — f 

n’est pas éajuivabmt ni ménui proportioniud à c'’ — i.iMais on a dans 
ce cas 

t-' — I — P r-, 

eu sorte que, pour obtenir la Ibnchon transeendaiite c'‘ — i il faut 

.r 

multiplier le produit P par un nouveau facteur e' qui idest point 
linéaire, ni décomposable en lecteurs linéaires déterminés, et qui ne 
s’évanouit pour aucune valeur finie de la variable x. On voit donc que 
les principes (|ui servent de base à la décomposition des fonctions 
entières en facteurs linéaires, ne sauraient s’appliquer aux fonctions 
transcendantes. D’un autre côté, il était à désirer que l’on pût établir 
des formules générales propres à l’évaluation ou à la transformation 
des produits composés d’un nombre infini de facteurs, ainsi qu’à la 
décomposition des fonctions transcendantes en produits de cetle 
espèce. Or, j’ai reconnu qu’on pouvait appliquer très utilement à ces 
questions le calcul des résidus qui offre tant d’avaiitagiîs dans la 
sommation des séries, dans l’évaluation des intégrales définies, et dans 
l’intégration des équations difierenticlles ou aux différences partielles. 
C’est ce dont on se convaincra facilement à la lecture du Mémoire que 
j’ai rbonneur d’ofl'rir à l’Académie. Pour domuu’ une idée des résultats 
auxquels je suis parvenu, je me coiilenterai de (ut(u‘ entre autres la 
proposition suivante : 

Théorème. — Soient J\z), F(^) deux fonctions de la variable z qui 
restent finies et continues ainsi que leurs dérivées des divers ordres pour 
toutes les valeurs finies de z, et qui ne s' évanouissent ni Vune ni Vautre 


8(j APPLI CA'riO^S 1)1! CALULL DhîS 11 KM 1) l : .s . 

poii 7 ' z~o. Soient ci'' ailleurs ol^ y, ..., les racines de V équation 
(i) /(-)="> 

À, [J., V, . . . , celles (je V équation 

(,.) F(z}=<> 


et X une noin’elle variable. Si le rapport 


(■'-!) 



s'écanouit pour des valeurs infiniment petites ou infiniment grandes, 
mais convenablement choisies du module r de la variable on aura 


(-'i) 



/('-) ■ /(<>) ‘ /(O) "■ F(ü) ■ F(o) ■ K(o) '■■■ 


Il est facile de vérifier l’exactitude do la formule (4^ dans le cas 
où f{z), F(^) se réduisent à deux fonctions entières. Si, la fonc- 
tion /(:;) étant entière, on prend 


la meme formuh'. doniu'ra 


\'{z) = 


s i 1 1 7 : fi- 

; > 

- V' = 


(5) 



/(”)■ ./(O) ■ /(O) 


\/'‘k 


Vf 



Le second membre de réqualion (5) étant composé d’un nombre fini 
de facteurs égal au degré de fifi), il résulte de cette équation (|u’on 
peut toujours évaluer le produit 



\ a y " \ 9 / 

/(O) ■ /(O) 


composé d’une infinité de facteurs, c’est-à-dire de tous les làctours do 



la tormc 



/(<>) ' 


Si Ton pose en par tieulier /(:;) = i — z, 
formule connue 



Si l’on prenait, snceessivemenl. 


l’équation (5) reproduira la 

siii7r\'^w 


F ) =: siii c — c cos ô, 

F( ô) ( r.- - 1 - i>) sili 3 — (tz cos r, 
— (<-^"-1- — 2, 


on obtiendrait, au lieu des équations (5) <'t (G), de nouvidles fornuilcs 
que je me dispenserai d’écrire. 

Enfin, si l’on supposait 


/(^)- 


• r 

siu- p: 

2 




r-. 


on tiia'.raitde l’équation (4) 
( 7 ) 


, F(::) = c.Osi^^/c, 


.r :r 

cos - (■( )S — cos — • 

2 /, (J 


„ . .-r . . r 

à siii - 5 sm — • ■ • ) 
sm.r O :) 


J' ./• .r 


puis on en conclurait, en remplaçant par a; y/ — i. 


(8) 


e- 


■11 11 1 

- .V 7.I,' .-l' ^ 

- c ' e ' e" — e •' 


7 X .V 

é'' — e~^' é' — e •' 


r'"' . 


1 1 
- X .»• 

è' — e . 


- æ 


Au reste, le théorème ci-dessus énoncé ifcst qu’un cas particulier 
d’un théorème plus général qui sert à évaluer le rapport entre les 
produits que renferment les deux membres de la formule (4)» à l’aide 
d’une exponentielle dont l’exposant est une intégrale définie. 



MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DES NOMRRES ('). 


liiilletiii (le Férussac, 'l’oine XII, p. 2 o 5 - 52 i; 1829. 

I. Considérations générales. 

Dans la science des nombres, l’une des propriétés les plus impor- 
tantes et les plus fécondes en conséquences dignes de remarque, est le 
théorèinc connu sous le nom do loi de réciprocité entre deux nombres 
premiers. On sait en particulier que cette proposition sert de base à la 
théorie des résidus quadratiques. Or, des recherches relatives à la 
résolution des équations binômes, après m’avoir fourni une démons- 
tration nouvelle de la loi de réciprocité dont il s’agit, m’ont conduit à 
reconnaître qu’il existe une infinité de lois du même genre, mais d’un 
ordre plus élevé, et j’ai vu découler immédiatement de ces lois des 
théories nouvelles, savoir : la théorie des résidus cubiques et généra- 
lement des résidus fournis par des puissances d’un degré quelconque. 
D’ailleurs l’analyse par laquelle je suis parvenu à découvrir ces memes 
lois, m’a offert le moyen de résoudre algébriquement une foule 
d’équations indéterminées et d’établir des théorèmes dignes de fatten- 
tion des géomètres, .levais indiquer ici les principes sur lesquels reiiose 
cette analyse et les résultats divers que l’on peut en déduire. 

CV) Lu à LAc.adumio roviiio des Sciences le 21 .seplnmhiaj 1829. 


II. Principes fondamentaux . Formules déduites de ces principes. 

Soit n un nombre entier quelconque. Je dirai que les nombres 
entiers positifs ou négatifs ii et o sont équwalents suivant le module n, 
lorsque la dilféreiice a — cou o — u sera divisible par /z; j’indiquerai 
cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, à l’aide de la 
notation 

IL~V (iviod. /i) 

employée par ce géomètre. De plus, y; étant un nombre premier, je 
dirai avec M. Poinsot que p est une i*acine primitive de l’équation 

( I ) 

et r est une racine primitive de l’équivalence 
( 2 ) X"- ^ i ( inocl . P ) 

lorsque p" sera la plus petite puissance de p qui se réduise à l’unité, 
et la plus petite puissance de r équivalente à l’unité suivant le 
module p. 

Cela posé, désignons par 0 une racine primitive de l’équation 

(3) 

et par t une raciiuï primitive de réquivalence 

(4) (tiiod./G* 

t sera ce qu’on nomme une racine primitive du nombre p. Ajoutons 
que si réquivalence (2) admet des racines primitives r, p — 1 sera 
divisé par n, et si l’on fait 

( 5 ) — t = // GJ, 

on pourra prendre 

( 6 ) r = L^. 

Représentons d’ailleurs par h, k deux nombres entiers quelconques : 
enfin soit 



de sorte qu’on ait0i = 0et0o = — i.Les expressions de la forme 0/,0 
jouiront de propriétés remarquables que nous allons faire connaître 
Si d’abord on suppose h-^k divisible par /? on aura 

(y) (- = \ 

ün trouvera, par exemple, en prenant k = — h 

(10) 0;,0./— (-r)^V- 

Si h. H- k ii’est pas divisible par 72, ou cherebera les plus petits nombres 
et j propres à vérifier les formules 

(11) mh = i (niod. //), mk=J (niod. 

m désignant un quelconque des nombres entiers o, i, 2, 3, ..., n — i 
puis 011 représentera par P„, une quantité nulle ou égale au coefïîcien 
de dans le développement de (^i ■+■ , suivant que b 

somme i -\- y sera comprise entre zéro et 72, ou entre n et 272, en sorti 
qu’on aura dans le premier cas 

(la) 

et dans b’ second cas, 

( OS 1) — /)n7 ) 

1 . 2 . 3 . . . ( — O ) X I . a . 3 . . . ((// — / ) w) ’ 

ajoutons que l’on devra prendre 


(^4) 

P ,„=:2 si i-\-J—n\ 

et 


(i5) 



si la somme i+y s’évanouit avec i et y. Cela posé, on trouvera 

(16) 0/, ( a„ + a j 0 -f- p- + . . . + a„ p" ) 0/,+/,-, 

a», ai, a.,, . . ., a„_i désignant des nombres entiers inférieurs à yi, qu 


cl poiuTOiil: (iLro coinpleLcmciu cictcrmincs a i aide de la lormiik* 


(iS) (2 H- , , r'"H- P„ + . . .-h (luod./)). 

Soit d’ailleurs co le plus petit nombre qui soit en meme temps 
divisible par le plus grand commun diviseur de h et do n, par le plus 
grand commun diviseur de r (;t de /?, enfin par le plus grand commun 
diviseur de h-\- k et de n. L’équation (i) pourra être remplacée par le 
système des deux suivantes. 

(ig) 

( 20 ) .(,.// -f.l _|_ _|- I — O. 

et l’on aura 1" 

(21) p= (a.i-t- 

X (a,)-!- a|.r" -h a.,^'"' - + . . . -h a,j_,.x') 

pour toutes les valeurs de x propres à vérifier l’équation (20), ou, ce 
qui ri'vient au meme, pour toutes les valeurs de x (jiii satisfont à 
l’équation (i) sans vérifier aucune des trois suivantes 


(22) 

./•/'= 1, 

( 23 ) 

.Hrrri, 



“2" 

(20) 

ci(i -t- a 1 2? H- a 2 .Z.’' + . . . H- re 

ou 

( 20 ) 

fti) -|— a 1 a-j .i‘~ + . . . -1— a, 


pour les valeurs de x qui vérifieront avec l’équation (i) l’une des 
équations (22), (28), (24), et par conséquent l’équation (19). De 
plus, il faudra choisir la formule (26), si la valeur de x est propre à 
vérifier les trois équations (22), (28), (24). Mais si la valeur de x 
vérifie avec la formule (i) une seule de ces trois équations, il faudra 



produiL mku} sera pair ou impair. 

Dans le cas où Ton prend h — i, /,• = i ; un a i = j = m, i -\-j ~ '2m, 


cL l’on tire de la formule (i 3 ) en supposant in supéri(!ur à ^ 

^ ^ I.2.3...(o. 7? — 2,n)OT 

<"0 3 ... 

n,„ désignant le terme moyen du développement du binôme 
(28) (i-hi)-""^ 

Alors aussi en supposant n. pair et m = ^5 on tire de la formule (i 5 ) 


(■^ 9 ) 


// w /) — 1 

= (— I) - = (— 1) - • 


Cela posé, on conclura de la formule (i^), 
1" pour des valeurs im[)aires ( 1 (‘ Ji 


(ilo) 1^2 -h lli /•"' -H . . . -h /• - )cT (iiiod./;); 

n" pour des valeurs paires de n 
( 3 1 ) ii,„ ^ ('.i -1- tl , /•"' -1- II., - 1- . . • 


H- IT/, ^ 




/; — I U 

-h(—J) - f' Icj (i»iod./>). 


Lorsque co se réduit à l’unité, ce qui arrive par exemple dans le c;is 
où, n étant impair, 011 prend /a = i, k — \, la formule ('21) subsisli' 
pour tout(',s les valeurs de x propr(‘s à vérifier l’équation 

( 3 '>.) I- . _ .j., ..U I — 

et l’on en conclut 


( 33 ) {n — \)p=z (a„— (a„— nA'-l-- • •+ (a»— f/, -i)- 

-!- (ai a.>)--i- . . . - i- (ai — a,, - 1 ) - -1- . . . + (a„. ■> — a,,— ! )-. 


Donc alors le produit (n — \)p (^st la somme, des carrés d(^s din’érences 



entre les nombres 
(34) 


♦ • 1 


^0) 


•I 


combinés deux à deux de toutes les manières possibles. Lorsque w 
cesse de se réduire à l’unité, on tire des équations (ao) et (ai) qui 
doivent subsister simultanément. 


(35) ( ™ -- i')/; — (a„ — a,„)-+ (an— a,,„)- l- . . • 

\ y 

( afo )" + ( a j Hf,, f-i )■ - 1 - • • • , 

('t par conséquent le produit ( est la somme des e;irrés dc's 

dillèrences entre les termes de la suite (34) combinés deux à deux, de 
manière que chaque combinaison renferme deux termes dont les rangs 
divisés par co donnent le meme reste. Alors aussi on trouve, en suppo- 
sant n divisible par 200 . 

( 3 é) ^ I = (a» — a^,,,)' H- (a,, — a;,,,)- . . .h- (ai — a^f.i^.! )- h- . . . , 


en supposant n divisible j)ar 3 eu 


(3;) 



I ]p = (au — a;„„)--h (a„- 


i)‘-i - . • . (ai 


) ■ H~ . . . 


en supposant n divisible par /\(ü 

(3b) ^ ^ — (a» — a.i,,) )■ + (a„ — a.-j,,, )' -I- • . • H- (a 1 — a ■, )' "I" • • • 


et ainsi de suite. 

Pour montrer Putilité des formules ci-dessus établies, supposons 
d’abord 71 = 3, p = 3 üj 1 , alors en prenant A = i , h = 2 ., puis 7?i = o, 
m = i, 771 = 2 , ou tirera de la formule (3o) 

i ao^(2 + n) VS (mod.p), 
ai=: (2 + 11/') îîT, 
au HH (2 -H n/'“)ro, 

7' désignant une racine primitive de l’équation 
(/|o) (jnod.yy) 
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eu sorte qiEou ait 

(.'Ji) I -h /■ -h /•- s: O (inod./;) 


et la valeur do 11 étant 

( 4 ?-) 


TIr= 


( i . M . 3 


. . nj)-^ 


De plus ou tirera de la lormule ( 33 ) 

(-13) (‘*1) — ‘U )‘H- (i'i) — <>j)" (<u ■“ 

de l’équation (17) 

( 1 -1 ) a,, -i- a , H- a., = /> — , 

et des lormulcs (oq) 

(ai— aD’= ll-(/’- — — oR-ro- (luod./;) 


OU plus simplement 

( 43 ) (ai — a.j ) - — H- m ( niod . /> ) . 

Or, après avoir déterminé a,, à l’aide de la formule 


( 46 ) 


ao= (a n)cT (mod. p) 


on calculera immédiatement aiH-a^ à l’aide de l’équation (44) 
et (Ui — a-j)* à l’aide de la formule (4f>)> ti’i observant que (a^ — au)- 
doit être inférieur à 27;, et encore pair ou impair en meme temps 
que ai-l-a2. Connaissant ai + a^ et (ai — ao)- on en déduira deux 
systèmes de valeurs de ai et a.. 

Les valeurs de an,ai,a.i étant connues et l’un de ces nombres devant 
être impair en vertu de la formule (44)? il suffira pour résoudre en 
nombres entiers l’équation indéterminée 


( 47 ) of- = p 

de poser, 1“ si ao est impair 


( 4 . 8 ) 


ÜJ Uo 


tlt + \ 


2° si ai est impair 
( 49 ) 


ai — 


a.i+ an 


y 


ai — a., ^ 
2 ’ 




a-. — ai, ^ 
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3“ si ao est impair 
(5o) Jfzrra-j — 


îlf) + tli 




^() — • 


En ellet, chacun de ces trois systèmes de valeurs dex et de j réduira 
la formule (i6) à la formule (43). Ajoutons que les racines primitives r 
et r- de l’équation (4o) se déduiront immédiatement des formules (Sg) 
ou, ce qui revient au même, des suivantes : 


(5i) 




O a 1 


H 


3 a- •?. 



( inocl. /)). 


Observons enfin que la formule ( 47 ) donnera 


- j -4-3—0 ( 1110(1. y;) ; 


par suite on résoudra l’équivalence 


(59.) 

en prenant 

(53) 


,c-— — 3 (niod.yOj 


9a,,— a. 


ai — a.2 


(iiiocl.y?). 


Pour appliquer à un exemple particulier les règles que nous venons 
d’établir, supposonsyi = 3i , on trouvera 

trjrrio, n ESH — /| (mod.Si), 
a„ := ( 2 -h II) nr = — 9o 1 1 , 
a(i=:ii, a[-f-a.2=99 — n — i,S, 

(a, — aO'= i6o 5 


et comme le carré (ai-ha^)' devra être non seulement pair, ainsi 
que ai-ha.j, mais encore renfermé entre les limites o et 2 / 1 , ce carré 
se réduira nécessairement à celui des nombres 

,■( — OA 


lU IL iU W 1 il J IJ. j/tj 




Si, pour fixer les idées, on prend iu — a^ — 0, on trouvera 

ao=:ii, ai=:i 2 , a, = 6; 


et les formules (48), (5i), (Ba) donneront 


æz=2, J =3, 

/• ~ 25 ; r- ~ 5 ( mod . , 


c ^ ^ — J • 


eirectivcment on aura 


B I = 2- -I- 3 . 3-. 


De plus 5 et 25 sont les deux racines primitives tle réquivalenec 


.r*= I (iiiod.32) 


et J J , 20 sont les deux racines de la suivante : 


— 3 (mod. 32). 


Supposons encore n — /\, p — /[Uj i . Alors en prenant /?. = i , k 
on tirera de la formule (3i) 


ao=(3-|-n) ro, 
a, = ( 1 -1- lie) m, 
ao^H (3 H- n/’-)üT, 
a:;= (3 -I- nr')TTT, 


désignant une racine primitive de l’équivalence 
^5) (mod.y;) 


en sorte qu’on aura nécessairement 

(56) I (mod.yA 


et la valeur de II étant toujours 


I . 2 . 3 . . . 2 


(i . 2 . 3 . . . ro)- 


Dc plus les formules (54) se réduiront en vertu de Téquivalence (5( 


a„iE= (3 -H II) w, 
ai ~ ( I -+- IIr)ïîT, 
aï3:= (3 — II) îTT, 
aj— ( I H- IIe)GT, 


et comme le plus grand commun diviseur co de 72 = 4 de h + /i = 2 
sera lui-meme égal à 2, on tirera de la formule ( 35 ) 

(59) y;r:^(ao— an)2H-(at— an)'^ 


on aura d’ailleurs en vertu des équations (i-;) et (24) 


(6n) 


U i “1“ ^ J 

cl (J t\| “H <1^ cl;j 1 


et, par suite, 

/> — O 

(61) a()-i-aî~ ) 

2 


/> — I 

ai — U:; = 5 


enfin on tirera des formules ( 58 ) 

(()2) a,) — ai::=2UOT, ai — a;i:-3 :>, II/'tît (niod./j), 

( 63 ) (a I — O;! )- ;= — !\ II- ro- 11- ro. 


La première des formules (62) sulfira pour déterminer ta dilfé- 

renccuo — a.j qui doit être impaire, ainsi que a,, — a2= g- - =2 tu — 1 

et de plus inférieure à p, abstraction faite du signe; de même la 
formule ( 63 ) suffira pour déterminer le carré (a, — a^)- qui devra être 
pair ainsi que aiH-a3 = 2üj et inférieur à p. Cela posé, on tirer 
évidemment des formules (61), (62), ( 63 ) une seule valeur de ao, une 
seule de ao et deux systèmes de valeurs de ai, as qui ne différeront que 
par l’échange de ai en a^ et de a, en Ui. Les valeurs de au a^ Uo, a;, 
étant connues, on résoudra l’équation indéterminée 

(G.i) p z=z y- y - 

en prenant 

(65) . 2 ,- (ao— a..), j^±;(a|— a,,) (mod.y;). 

Il est bon d’observer que la première des formules ( 65 ) donnera pour x 
un nombre impair inférieur à p, et pourra être remplacée par la 
suivante 

.i; ±: 2 IIcj ^ ±: ^ U (luod./j); 


ajoutons que les racines primitives ret — 7-de réquivalence (4)scront, 
en vertu des formules (58) et (62), 

, « , ‘i ill I 4 a;i I . , 

(67) JJ—: -/-H- JJ — (aiod./;) 

OU bien, en vertu des formules (62), 


Exemple. — Si Ton prend p= trouvera 

ïïT = iü, Il 10 (mod.4i), -^11 — 5, 

a„~ ^It =~ .■), 

a,i -H Hï— 19, a,i — a-i — — ;>, a():zz7, 

a,— i-i, a.,=:r>., 

a I “H a.'i ( a I — a.-i ) ■ 1 1" üt e— h 1 B, 

Si pour fixer les idées, on prend a^ — Ua — 4» on trouvera 

ao=7, a,z=i'.î, ao=:i?., a,-, = 8 


et les formules (05), (O-;)) donneront 




, _ -ID __ / / 




H 3 




4.00 9, 


eirecti veinent on aura 

et (), 32 sont les deux racines primitives de réquivalence 

.•/d = i (mod. 4i)- 


ill. Nouvelles formules déduites des principes exposés 
dans le second paragraphe. 

Adoptons les memes notations que dans le second paragrajihe, et 
faisons 

(0 0/i = H /,, k ©/i-, k ) 
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on aura, en vertu des formules (y), (lü) du second paragraphe, i" en 
supposant h, + k divisible par /?., 


2" en supposant h + k non divisible par n, 

( ô ) R /,^ !■ =r a,) + a I P + a.j O- -h . . . H- it,j_ i o "~~' , 


a„, a, a,i_, désignant des nombres entiers inleidenrs à p — 2, qui 

qui pourront être calculés à l’aide de la formule (18). Or il existera 
(Uitre les diverses valeurs de B/;,/. = h/./,, correspondant aux diverses 
valeurs de h. et de k des relations que nous allons indiquer. En 
supposant A = i et prenant pour A un des nombres entiers i , 2, d, . . . , 
n — I , ou tire de la formule (i) 


(1) 



R.,.: 

0 ,0.-: 

0. 


0 ., 




0,0. 

0 :. 


R,.„-..=: 


0 , 0 . 


0. 


par suite ni étant un quelconque des nombres entiers 
ri — 1, (J 11 trouvera 




==R..>.R, 


. R 


1 , /// - 1 


O, 


S,„ désignant un poljmome qui sera de meme forme que R/,,/, ; puis ou 
en conclura 


( 6 ) 


0/( 0/>- Ri. 1 -Ri'^ • • • Ri,//+/, I 8/,..| /■ 

0/. ,/: ( Rj, I • R|,i . . . Ri./, 1 ) ( R], , . Rk O . . . Ri,/,„i j S/,S^- 


ou, ce qui l'evieiit au meme 

H,.>.R,,, 


(7) 


R 




//,/>•■ 


(R,,,. R, 


R,,/,_.)(R,.,.R,,,...R,,,-,) 


S/,.,/,- 


Cette dernière éauation fournit le moven de calculer la valeur de R/, /,• 



1 


LU. l J Li-lu Ij MJJ\. l » J. Ij V7 1\ J IL J.; IL O i> V.l >1 IV ILO. 


11 y U plus, on tirera des Ibrmiiles (2) et (7), en posant k = n--h. 

( 9 ) — S„ r= ( — 1 )^fp Sa S„ _A 

on trouvera d’ailleurs S, — 1 . 

On aura donc, i‘* en supposant 11 pair 

( 10 ) _ i s„ -r ( - I S;,- , S, S„„., rrr ( _ I S, S„_:, =r . . . = ( - i )'^ S ; , 

2" (‘Il supposant « impaii', 

(11) — (— ,=:S.S„_.^ 

P 

=r (— l)^S;,S„_, = 1 )"^ - ) S,,_| S,,_|. 


Or les Ibrinules (10) ('t(i i ) Iburniront le moyen de calculer tous les 
termes de la suite 

( 1 '( ) S'j, S;;, . . S/t — ;;, S/^ — o, S^j—l 

lors(|u'oii coniiaitra ceux dont rindico est inlericiir à 7-I-1, et par 
cons(’'quent tous les termes de la suite 

( ( <^ ) 1 ^ 1 , ‘il ^^1,71—0') lb,/7-‘i} lb,7t— h 


lorscpi’on connaîtra cmix dont le second indice est inrérieur 
attendu (|ue l’on a géiuîralemcnt 


. n 

a ~i 
2 


(•‘î) 


K 


I , tu 





alors aussi on pourra déterminer la valeur de 11^,/.. 


ICxcmplcs. — Supposons d’abord n = 2. On trouvera 

(ij) — 11, , = S.,= (— 1)'^/;, &i = (—i)^p 

Sup])Osons en second lieu n = 3 , on trouvera 

|lr=R,,,=rS.„ If = ii.,.Kvi:=S„ 

- ~S,=:(- i)^S,S,zzr (-I)-S,= S,, 

, P 

— R, 
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attendu que tn = sera un nombre pair. On aura donc 


O? ^ 


Supposons encore tz =: 4» ou trouvera rrr = 


So=:H,,i, -S,=:(- i)^S:,:rrS:-:. 


On aura donc 


S,=:R,,,, S,= (-l)^R2_,, S4=r;>R,,. 


(■7) |j = R.,.. If = |I=_^R=,, 0;=j^Rf_,, 


Supposons encore n = 5 on trouvera ôt == (— i)^ — i . 


s^ — R,..,, S, = R,,,, -iSjrrS^— SoS-, 

P 


S-j — Ri.ij S;j — R],iRi, 2) SizrrRj ,,, 83=: — /jRj^^R, - 2 , 


(,8) |^ = R,,,R,.2? |i=R?,iR,,,, 0? = />R? ,R,,- 


Supposons ensuile n — 0, on trouvera m— ^ 

b 


-s,= (~ 1)^83= S.2S4- (- irs^, 


8.= R,.,, S,.,=:U,,,R,,,„ S4=r(-i)’^|^ = (— ])’^r,,,r;-_,, 

8 . 1 = R?_ ^ R‘f_ ,, — Sr,= (— i)^/^R“_ 1 R'f^ , 


et, par suite, 


75 ® 1 P P 




0; = (-,)"';)R:,,Rr,,, 


On peut encore trouver des relations dignes de remarque, môme 
entre les termes de laséricriS") dont le second indice est inférieur à 



( 21 ) 


^ = Ri,i = aoH- aip H- aapH- a^p'^H- a^p^ 

iïlo 

P étant une racine primitive de Téquation 

(2-.î) I, 

puis on conclura de la formule (21) en remplaçant c par p^ 

('i3) ^ — a„ + a,p-H-a,p'H- £i,p-|- a.p^ 


et, par conséquenl, 

(a„-i-aip--î-i-a,p<H- a.p-l- a, p’-) — Pi,..,, 

donc 

(■i5) Pi^M^r a„+ a,p-H- a, pM- ar,p - 1 - a^p^ 

Ainsi pour obtenir Pi,.^ il suffira de remplacer p par p“ dans le poly- 
nôme désigné par lli,i. De même en supposant 71 = C) et 

P I , I = aoH- a I P -i- a., p- -I- a - p’' H- a p '■ -t- a p'' , 

011 lire-ra des formules (19 

(•iG) (— l)tôU;y ,, ( a„ H- a , p H- a.> p- H- a;) p’‘ H- a<, p'’ H- an p“ ) 

X ( a„ + a I p- -h a., p ' + a.-. H- a-, p- H- an p' ) 

~ (a,,— a;,+ j a, — a., } p H- [ a.— a., | p-) 

X f ao H— a:[ + { a I -f- a^ ) p" + | a 2 H- a.n } p ) , 


Si pour abréger ou écrit Ri au lieu de Ri, 1, et si Ton désigne géné- 
ralement par R,„ ce que devient R, quand on y remplace p par o'", on 
trouvera pour une valeur quelconque de m 




On aura d’ailleurs généralement, 1 " 

(2q) — 02mH-/u ®0 — 

2 <* 

(30) ft/n m — Pi 

lorsque m diffère de enfin si n est pair, on devra dans la série des 

/'— I 

formules (2'7) et (28) remplacer — û„ par ( — — i) " cela 
pose on trouvera pour n = 2, = n.i, 

/■>— 1 

(31) 0-f=H, = (-i) - p\ 

pourn = 3 , ^ ^ = lf( 

(32) 0;==/9R,; 

0'- „ 

pour 7 i = 4 j 0^ = 

(33) = 

©! nn> 

pour« = ;i. ÿ- = ^ = ll,Ii,, 

(34) 0;=r/;HÎH2; 

pour 71 = 6, = I^î î 

(35) 0Î=/7KÏRo; 

etc. 

Dans ces diverses formules, on a 

i \\ I =: a,H- a I P -e . . . -1- a„ , p" ' = R 1 . , , 

R„, = a,, 4- a, P'" + . . . H- a„_i 

lorsque m didere de — et 

I TTJ— 1 
[\^=(- i)^ P . 

En général, si 77 = 2'+ r on trouvera 

0 ;' — ( _ i)"^ R‘f-' Rf-“ . . . Ro,_,/ 7 = Rvf“’ R|'~' . . . R-21-1/7, 


( 37 ) 





l li iM U 1 It L, S U li J. A J 1 1 V. U Li i 11 U 11 U M U li 11 h . 


OU, ce qui revient au môme, 

n — 1 n — 1 n — 1 

( 38 ) 0" — R?” r7^ . . . ; 

et si 7 z = 2* 011 trouvera 

// — 1 n n 

(39) 0?r=(-i)'^RyR^..R> 

h- 

Convenons à présent que Ton désigne par la notation 

(40) 

une expression équivalente à 

( 4 1) 0 ou 1 ou P ou p- ou p-' ou ... ou P"-'' 

suivant que l’on aura 

k^=o ou I ou p ou p- ou ... ou p"“'' (inod./?). 


Alors, en supposant le non divisible par p, on trouvera 


( 4 ; 


0^-1- p/'O^'^-f- p'^'’'0^-''’-i-...-h p(/'-4)'''0^-'''~^ 


0 /. 


P. 




0 y,. 


Puis en désignant par </ un nombre premier impair diderent de p, 
supposant 71 = 2, on trouvera 


( 44 ) 


pv(jv 4 _|_. . 


JK 


1 

J> . 


D’ailleurs si l’on élève à la puissance r/les deux membres de la formi 


( 45 ) 

on en conclura 

( 46 ) 


0 , 0 + pO^ -h p2 -h p/'-2 0"’-=, 


0^7 =: 0'/ H- pV ÜV' + . . 




Q étant de la forme C{,H- Cip = c,, — , Cy, c.^ étant des nombres entie 

On aura donc par suite 


[en 
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puis on conclura en ayant égard à la formule (3i) de laquelle on tire 


/> — 1 7—1 

p—i 17—1 (/ — 1 

t- 7 


(48) (~i) P - = 

et par conséquent 

(49) 


7 

IPJ 


7 

7^ J 


/) — 1 <■/ — 1 <7 — 1 

(- 1 ) ’ (niütl.v) 


OU, ce qui revient au meme, 

P 
7 



Telle est la loi de réciprocité qui sert de base à la théorie des résidus 
quadratiques. 

Concevons maintenant que Ton attribue à n une valeur quelconque 
et soit Q un polynôme de la forme 

Co + C, P + C2p2 + . . . + Cn-^ P"-’ , 


Co, C|, . , étant des nombres entiers, 011 trouvera au lieu de la 


formule (4(4) 
(5i) 




D’ailleurs les formules (38), ( 89 ), etc., donneront 

(;)'0 Wl=zp\\, 


R désignant un polynoine do meme forme que Q. Gela posé, nommons 
le quotient de 7 j)ar n et ;; le reste, de sorte qiTon ait 

(53) 

011 tirera de la formule (5) en écrivant S au lien de R; 

(54) 01 = S0;, 
et de la formule ( 52 5 



enfin i’on aura 
(56) 

donc l’équation ( 5 i) donnera 


0^ — 0ç, 


y ■ d 1—'/ r n 

P " l-l " S r= -- -h </Q=: - 
P . -P. 


Si l’on pose pour abréger 

( 58 ) I î " S — htx -\~ h lO -j- b-i Çi~ H- . . . + b,i—x p"^'' , 

6,1, 6,, . . 6,j_, étant des nombres entiers, cette formule deviendra 


(59) P " (Z/,) H- Z>i P H- . . . H- I p" ■ ' ) — j^ÿij 

La formule (^09) comprend la tliéori(‘. des résidus cubiqiu's, 
bi-quadratiques, etc. 

Supposons, pour fixer les idées, que soit un nombre piaunier 


impair. La formule (59) dans bu 


représente une puissai)C(' 


d(‘ c continuera de subsister quand on y remplacei'a o par une ([lU'i- 
cou ({lie des racines de l’équation 


Par suite si l’on a 


I P _j_ pi pi rjii—'l ~ O. 


r/ ' «-Ç 

.P 


ni étant un des nombres o, r, 3 , — r, la formule 


(6:-îj /? " bi,x) -\- {bx— h,„)o^ . . {hn-x~ '{ 

— r P — p- — ... — P'"- ' — p'" — ... — P" ' ' + r/ O 

produite par l’élimination de 0"' entre les équations ( 5 ()) et (fio) devra 
offrir dans ses deux membres les memes coefficients pour fi's mêmes 
puissances de, c. Ou aura donc par suite, 

( 65 ) p " ‘ — h,„ ; p " ■{ /y I — b,„ I . 

‘LzS. 

p I 5,j_| b m j i:::: I 


(mod. C]). 
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L’équation (63) eiitraîiio évidemment la suivante! 

( 64 ) bi = . . . = ù„-i {mod.q). 

Donc les nombres entiers 

( 66 ) b^,, b„ 

sont équivalents entre eux et à />„ suivant le module q; on devra seule- 
ment excepter 0,^ qui ne sera pas équivalent aux autres, c’es-à-dire le 
coefficient d(‘. p'". 

Je développerai dans un autre Mémoire de nomijreuses conséquences 
des formules ci-dessus établies. Je nn' bornerai pour l’instant à 
re.marquer que la valeui* commune des // — i dilférmices 

b{) b, 11^ bi • é,,, , .... é,, — I ij/ii 

sera, en vmMii de la formule (63), une racine diî réquivalenci' 

' (mocl.f/). 

.l'obseiTerai (mi finissant ([u’ayant donné à M. Jacobi communicalion 
de mes formules, j’ai appris de cet habile géoinèlriî (|u’il était parvinui 
de son c()té, et en s’appuyant sur les memes principi's à des résultats 
du meme genre. Il a donné quelques-uns de ses résultats, mais sans 
indiquer la méthode qui les lui avait fournis, dans le Tome II du 
Journal de M. Crelhu 



REMARQUES 

svn 

L’ARTICLE N'‘ 3 DU BULLETIN DE JUILLET 1829 (*). 


Bulletin de Fénissac, Tome Xil, p. 22i-2'27; 1829. 


L'analyse des rccherclics de M. Cauchy sur l'équilibre et le mouve- 
ment des corps élastiques, insérée dans le Bulletin de juillet 1829, 
renferme quelques inexactitudes qu’il nous paraît important de recti- 
fier. Nos observations serviront peut-être à mieux faire connaître une 
théorie digne de fixer l’attention des géomètres et des physiciens. 

Après avoir rendu compte du premier des deux Mémoires que ren- 
ferment la 3 o“ et la 3 i'’ livraisons des Exercices, l'auteur de l'article 
dont il s'agit ajoute : « M. Cauchy reprend la question sous une autre 
face, en considérant un corps comme un système de points matériels à 
distance. Mais, comme indépendamment de Vignorance où nous sommes 
sur la loi des forces moléculaires , rien 11 est connu sur les rapports de 
grandeur et de situation des molécules, il faut encore traverser, si j’’ ose 
ainsi dire, une nouvelle série di' hypothèses pour arriver à des formules de 
plus en plus traitables, et Von peut choisir ces hypothèses de manière à 
reproduire les équations de M. JSavier et toutes celles obtenues dans le 
Mémoire précédent, en considérant les pressions et condensations dans une 
masse continue. V auteur passe des sommes d^ éléments discontinus aux 
intégrales prises entre zéro et V infini, selon la méthode qui avait été 

O ArLiclo nnonymo, niais nianifoslcnient (''0111 — ou au moins inspirr — par 
Camihy (R. T.). 



employée sam contestation depuis Laplaccy et que M. Poisson vient de 
trouver inexacte. » Nous avons quoiques remarques à faire sur ce pas- 
sage. Les équations d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques, 
déduites des principes établis dans le Mémoire dont il est ici question, 
ne sont pas moins traitables sous leur forme primitive, et lorsque l’élas- 
ticité varie d’une manière quelconque dans les diverses directions, que 
dans le cas très particulier où l’élasticité du corps reste la meme en 
tous sens. Seulement, les formules relatives à ce dernier cas renferment 
un grand nombre de colïicients de cette espèce. Les coellicienls dont 
il s’agit sont au nombre de r-ii (voyez la livraison), si l’on ne 
conserve que ceux qui ne s’évanouissent pas lorsque, dans l’état naturel 
du corps, les molécules sont distribuées symétriquement sur des droites 
menées par rune d’entre elles, de part etd’autrede cette dernière (^). 
Les formules générales contiendront encore i 5 coelïicients (voyez la 
Wy livraison), si l’on admet, en outre, que la pression ou tension en. 
un point quelconque devient nulle dans l’état naturel. 

Mais la preuve que ces i 5 coefflcients ne rendront pas les formules 
générales intraitables, c’est que M. Cauchy les a traitées ellcctivement 
dans les 87'', 88'' et 89" livraisons, et qu’il est parvenu à en déduire les 
équations aux différences partielles qui déterminent les lois d’équilibre 
et de mouvement d’une plaque ou d’une verge extraite d’un corps solide 
dont l’élasticité varie d’une manière quclcojique dans les divci'ses direc- 
tions. On pourrait d’ailleurs étendre les calculs que M. Cauchy a déve- 
loppés au cas où l’on conserverait dans les formules générales ’ai coef- 
ficients constants, ou meme tous ceux que renferme le second des 
^Mémoires inséré dans les livraisons 80 et 81. Au reste, si les équations 
d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques renferment, dans le 
cas général, i 5 coefficients au moins à la place d’un seul qu’on y avait 
d’abord introduit, ce n’est pas la faute de M. Cauchy, et cela tient à la 
nature meme de la question. Mais on ne saurait dire qu’il est indiffé- 
rent de tenir compte de la variation d’élasticité d’un corps, quand on 

{'■) M. Cauuliy indique dans les Excrcicos les raisons de négliger ordinairement les 
autres qui seraient au nombre de 12 . 



passe d'une direclioii à une autre; car les belles expériences de 
M. Savart ont lait connaîti’e toute l’étendue et riinportance de c(îs 
variations. 

La frayeur que les lo coellicieuts de M. Caiicliy pourraient inspirer 
étant ainsi dissipée et les formules qui les renferment étant admises, 
on n’aura pointu traverser une série (rkypothèses pour en déduire les 
équations de M. Navier; il sulïira simplement de supposer (}ue Télas- 
ticité redeviojine la meme en tous sens. Or, il est remarquable que 
cette unique sup[)osition réduira les ib coelïicients à un seul, et les 
formules générales aux équations de M. Xaviiu'. Il ne faudra |)()int, pour 
arriver à ces équations, (ransformer les intégrales aux dilférences 
finies en intégrales aux diHérenccs inliniinent petites. Oji devra même 
s’en garder soigneusemenl , sous peine de voir tous les coeiliciemts 
s'évanouir. 

Loin de passer des sommes (PéLcnie/Us discontinus (iii.r. intcprnlcs 
prises entre zéro et Idnfini, M. Cauchy n’admet pas même avec M. Poisson 
qu’on doive réduire les sommes triples aux dilférences finies à des 
sommes simples et remplacer les sommes doubles relatives aux angles 
par des intégrales doubles. Il est vrai que fauteur de l’article a pu 
apercevoir des intégrales prises entre zéro et l’infini dans le Mémoire 
dont il s’agit, avant que M. Cauchy parlât des formules de M. Navier, 
mais il aurait dû remarquer que M. Caucliy examine en passant une 
hypothèse particulière, celle qu’il croit convenir à la nature des Iluides 
élastiques, et qu’il a si lieiireusement développée dans un Mémoire lu 
à l’Académie, et inséré dans le Bulletin de juin iSru). Cette hypot]iès{i 
(|üi consiste à admettre que faction des molécules les plus voisines est 
insensible, paraît à l’auteur de l’article contraire à un principe géné- 
ralement admis, qui est celui érn V accroissement rapide des forces molé- 
culaires, à mesure que lu distance des molécules diminue. Mais aucun 
physicien n’admet que les forces moléculaires augmentent indéfi- 
niment à mesure que la distance diminue; tous, et M. Poisson b', pre- 
mier, établiss(mt au contraiiaî que l’intensité de cett(^ attraction 
approche d’une limite constante; autrement, elle deviendrait infinie au 



contact, cl le corps solide, disparail.rait, on ■j)lutùl s(‘ réduirai! à un 
point matériel unique. Pour se eonvaincri^ de la vérité de cette asser- 
tion, il suffît de remarquer que M. Poisson dit, pour les corps solides, 
que la fonction f(r) pourrait être composée d’un ou de plusieurs 
/ 

termes de la forme ah \ n ~j . ,/ ; par conséquent, à mesure que r dimi- 
nue, /(c) approche d'étre une quantilé constante. Dans Phypotlièse 
de M. CaucliY pour les liquidc's, celte quantité devrait s’évanouir 
pour r = o; (d. la distance diminuant rattraclion moléculaire qui va 
d’abord en augmentant, diminuerait (‘usuite en s’approchant de zéro. 
Telle serait la fonction a étant un très grand nombre, qui s’éva- 

nouit pour i'= O, ;•= Gc , et <|ui, pour i'— admet un maximum. 

.le ne m’arrêterai pas à la prétendue contradiction (|u’on a remar- 
quée dans la délinition (ruiu' lanu' natiuadlenumt dj’oite (d d’uiu' 
éj)aisseur variabh'. M. Cauchy donm‘ c(' nom à toute' lame dans la({ue-lle 
une suite de plans [larallèles donnent pour section deux courbes 
symétri([ues, par rap|)ort à un axe situé dans la lanu'; et comme on 
suppose toujours l’épaisseur de la lame ti-ès pc'tite, c(’s deux courbes 
coïncideront sensiblement avec leur axe' et la lame! paraiti'a sensi- 
blememt droite. Je' ne puis trouver b' l'aisonneme'iit qui, dans le 
Mémoire sur les vibrations longitudinales el’une veerge cylinelrique e)u 
prismatique à base quelconque, pourrait ne pas satisfaire pleinement 
tous les lecteurs, à moins que l’auteur de l’article ne parle du passage 
où M. Cauchy applique à l’axe même de la verge des équations trouvées 
pour un point quelconque de la surface; rien cependant n’est plus 
facile à compi'endre. On développe toujours les coellicients des pres- 
sions suivant les dimensions en épaisseur de la verge, et lorsqu’il s’agit 
des vibrations longitudinales, on ne conserve que les premiers termes 
du développement, c’est-à-dire ceux qui sont indépendants des dinien- 
sions de la verge; dès lors les coellicients deviennent indépendaiits du 
point que l’on considère. Ce principe une fois admis, et je crois ({u’il 
le sera par tous les lecteurs, les conséquences qu’(in déduit M. Caucliy 
deviennent rigoureuses, et comme les formules auxquelles il parvient 



sont les mêmes que celles qu’il avait trouvées pour une verge rectan- 
gulaire, il en conclut que les lois des vibrations sont les mêmes pour 
toutes les verges, quel que soit leur contour. 

.Te trouve dans l’analyse de la Sg" livraison un passage qui peut 
induire en erreur. En donnant le nombre des vibrations tournantes 
exécutées dans une verge rectangulaire pendant l’unité de temps, 
lorsqu’on la tord, son axe restant fixe, nombre qui, calculé par la 

théorie de M. Cauchv est— rauteur de l’article définit bien naia^a est 

a a 

toujours la longueur de la verge, n un coefficient constant qu’il faut 
faire successivement égal à i, li, 3, etc., pour avoir la série des sons 
qui peuvent être produits successivement; mais il oublie complètement 
de définir la quantité £}, de sorte que le lecteur qui a vu souvent repa- 
raître cette lettre dans le cours de l’article, pourrait croire qu’elle a 
partout la même signification, et meme il ne peut plus éviter cette 
erreur lorsque l’auteur de l’article dit : qu'' encore dans ce cas, le son. le 

plus grave a pour valeur —• Cependant ici O a une valeur tout à fait 
dilfércnte; cette valeur est déterminée par l’équation 



i, h., sont les deux dimensions de la verge rectangulaire, i, h, deux 
coelTicients constants. En second lieu, cette valeur de ü ne renfermant 
pas le nombre n, ne varie pas d’un son à l’autre. Ainsi, au lieu de ces 
mots ; substituant la valeur du coefficient £2 propre au son dont il s ''agit, 
il fallait dire simplement substituant pour £2 sa valeur. 

Je ne puis passer sous silence les observations générales qui ter- 
minent cet article. L’auteur dit qu’o/i a de la peine à se rendre compte 
du degré exactitude des formules en redson de Vinjîuence que peuvent 
acquérir les quantités qu^on néglige successivement avant d'' arriver au 
résultat final. .Te ne vois pas l’à-propos de cette remarque spécialement 
appliquée aux recherches de M. Cauchy sur f équilibre et le mouvement 
des corps élastiques. Il me semble qu’on peut en dire autant des for- 
mules établies dans les divers Mémoires qui ont paru non seulement 


sur le meme sujet, mais encore sur presque toutes les questions de 
physique mathématique. En effet, si Ton réduit les questions de ce 
genre à l'intégration d’équations linéaires aux différentielles partielles 
et à coefficients constants, cela tient ordinairement à ce que Ton consi- 
dère les variables principales comme des quantités infiniment petites 
dont les puissances supérieures peuvent être négligées relativement à 
la première- Mais je ne sache pas que dans la théo]‘io des cordes 
vibrantes, de la propagation du son dans l'air, dans la théorie des 
ondes, dans celle du mouvement des corps ou des lames élastiques, on 
ait tenté jusqu'à ce jour de déterminer les limites des erreurs com- 
mises. Il y a plus, (|uoiqu’on ait cultivé l’astronomie longtemps avant 
la physique mathématique, on n'a pu fixer (Micore d'une manière pré- 
cise le degré d’exactitude des rormules qui représentent les inégalités 
séculaires ou périodi(|ues des mouvements planétaires, et l’on ne voit 
pourtant pas ([ue cette considération ait empêché ni Lagrange, ni 
l’auteur de la Mécani(pie céleste, ni d’antres géomètres, de publier 
leurs travaux sur l’astronomie. Enfin les Ouvrages que M. Cauchy a fait 
paraître sur l’analyse algébrique ou le calcul intégral, et dans lesquels 
il a donné les conditions de convergcjicc des séries, particulièrement 
(les séries périodiques et de la série de Lagrange, les restes de ces 
memes séries et les moyens d’évaluer les limites des erreurs commises 
dans l’intégration par approximation des équations différentielles, 
prouvent, ce me. semble, qu’il sait apprécier aussi bien que qui que ce 
soit l’avantage de connaître le degré d’exactitude auquel on parvient 
dans la solution d’un problème. Quelques partisans de l’ancienne école 
et de l’ancienne méthode ]ie lui ont-ils pas meme fait un crime de sa 
trop grande rigueur ? 

Après le passage que je viens de rappeler, l’auteur de l’article ajoute 
(pie, par inadvertance sans doute, M. Cauchy emploie fréquemment 
des phrases telles que celles-ci : « Oti aura sensiblement,, c‘‘ est-à-dire en 
négligeant les quantités infiniment petites », phrases dont les deux 
membres se contredisent et nous reportent au temps de l’origine du 
calcul diff érentiel ; car si une quantité est réellement infiniment petite, 


11! caicu.1 DU üii ui iiegiigü est cxuvi i i^uai cur^vuivin vi. inni jjti» sensi- 
blement. 

L’expression employée par M. Caucliy me parait parlaitement exacte 
et claire; les formules seraient rigoureusement vraies, si les quantités 
qu’il néglige étaient nulles; mais comme dans le tait ces quantités ne 
peuvenl: jamais être nulles, qu’elles sont seulemeiil très petites, c('s 
formules ne sont et ne doivent être vraies qu’à peu près, de sorte que 
les résultats de rexpéricnc(! doivent s’en rap[jroclier d’autant plus que 
les quantités négligées dans le calcul sont plus petites; pour avoir des 
formules encore plus exactes, il faudrait calculer quelques termes d<‘ 
l)lus. Au lieu de faire là-dessus des criti<iues, on devi'ait plutôt féliciter 
M. Cauchy sur l’heureux accord de ses formules avec l’expérience qui, 
il faut l’avouer, doit seule ici décider du degré d’exactitude, (mt accord 
a été plus frappant (pie jamais, suivant l’e.x pression de iM. Savart, dans 
le beau Mémoire qu’il lisait dernièrement à l’Académie. On a été sur- 
pris devoir une formule des plus compliquées, des plus générales et 
surtout des plus difficiles à soumettre à l’expérience, vérifiée jusqu’aux 
dix millièmes dans un grand nombre d’opérations. Cette formule est 
celle qui donne la valeur de il pour les vibrations tournantes, et (pi(‘ 
nous avons citée plus haut. 

Il n’est pas exact de dire que M. Cauchy ii’a résidu (pie le seul cas 
des vibrations à périodes régulières; M. Cauchy a donné les intégrales 
générales de plusieurs des équations auxquelles il esl parvenu; entri! 
autres de celle qui détermine les vibrations d’une verge rectangiilairi'. 
Knlîn si c’esi un toi’tde ne rien laissera généraliser aux yarii>7io/i, cetti' 
observation ne paraît pas ici à sa place: car, pai' exenqile, quel moib' 
de généralisai ion pourrait-on employer pour passer de la valeur de il 
correspondante aux vibrations tournantes dans le cas où l’(',iasticité l'st 
la même en tous sens, à la valeur générale de cette quantité qui ne 
peut s’obtenir qu’au moyen des i o eoefficienls? 


SUR 


LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Bulletin de Férussac, Tome XV, p. i83i. 


Dans divers Mémoires présentés à. l’Académie des sciences en 
cl, i83o, j’ai développé les principes que j’avais établis dans le BiillcLin 
(les sciences à.Çi sepLeinbrc (d j’ai montré comment on pouvait en 

déduire, i" diverses méthodes propres à la détermination des racines 
primitives, 2 " un grand nombrii de propositions dignes de remarqiu' 
sur la théorie des nombres. Pour donner une idée de ces propositions, 
je me contenterai d’énoncer la suivante : 

Théorème 1 . — Soient p un nombre premier, n un diviseur premier 
de p, G? la valeur du rapport - — - 


les nombres de Bernoulli, et m le plus petit nombre entier équivalent, sui- 
vant le rnodule n, d zh Enfin soit s une racine primitive de V équi- 

valence 

(i) = 1 (mod//j: 

P„ le produit des nombres entiers i, 2 . 3 y; n’ Le nombre des racines 

de V équivalence x “ =i(mod«), qui sont inférieures à — —■> et 

f, „ 1 

n" = n — n ' — i le nombre des racines de E équivalence x ' = — i (mod// ) 



J i.ü 


oiJl\ ijiV xiiJLiWiiixii jjxho lkxjo • 

qui remplissent la même condition. Si n est de la forme /\k-\- 3, r équa- 
tion 

(2) .r^-h ny-= qp'", 

sera résoluble en nombres entiers^ et on la vérifiera en prenant 


ou bien 


l’.v-rr P.VT.T P.v"-»J7T, ( m Od P ) 


^ 1 ’.n 1 I rî . . . I^v. •rr C 111 Oci/; ) 


suivant que Von aura n' <f n." ou n.'fyid. Déplus, un trouvera dans le prc 
mier cas 

// — I — ,|//' Ji - \ -- yé 

( .)) in rr: Oll lll 

b 

et dans le second cas 


n — n i- I 


. I a — - // -1 I 


suivant que n soit de la forme 8/1 + 7 ou Sk + 3 . 
i''' exemple. — Soil // — 7. On trouve l’u 


J! I J J ' ^ 

4 ’ ‘ 3o T •') ’ 


Ue |)liis l’équation 


r' — i (niodjj 


se décomposera en deux autres, savoir 




(.lont la première aura pour racines i, 2, 4 j taudis que la seconde aura 
pour racines 3, 5, 6. Donc, p ôtant de la forme 77? + 1, on vérifiera 
l’équation 

(7) ./-•--l- 4/;, 


(Ml prenant 

(S) ^■=±P,„l';,„)',,„==±:P4f 

* TH” A V» r 


1 . ‘X . . . zrr 


(?,îri-l ■ 1 ) . . . oOT 


( T , 1 . 



Ainsi, en particulier, on vérifiera Téquation 


en prenant 


.7; 


ic- H- J y- — 4 . 9.9 = I lé 

9-to-it 3 . Il _ 
I . 3 . 4 2 2 



2 


Effectivement 

4 + 7.16 = 1 it). 

Dans f équation ('^) a; et j ne peuvent être impaires puisque Ion 
aurait + 7y- divisible par 8, tandis que ip est seulement divisible 
par 4. On peut donc supposer x — 2x', y—2.y, et alors Téquation (7) 
donnera 

(9) .^■'2-H7y=!rr/,, 


la valeur de x' étant 

I l_ I ( 2 OT+ l). . . 3 gt 

? I . 2 . . . . ( 5 J 


Ainsi, en particulier, on vérifiera la Ibrmule 

•^•'■'-1-7/-= 29 

en prenant 


^ I 9. 10. 1 1 . 12 9.10-11 3.4 _ 

' “ ^ 2 1 . 2 . 3 . 4 4 4 


±i 


et la formule 
en prenant 


+-+ 77'- = 43 
I 1 3 . 1 4 . ï 3 . 16 . 17 . iS 


1 . 2 . 3 . 4 • 5 . 6 

± 3 . i 3 . i 4 . 17 


1 3 . 1 4 • 1 3 . 1 7 


4 18 

:q=i 3 .i 7 ==i= 2 ^ 7 ==p-y= + 6. 


>® exemple. — Soit x — n. On trouvera 

n -1- I _ O _ ii. _ 

4 — 42 21 


1 


//i = I . 



AXO 


O U IV Jj/v 1 iX tu\.f XKJLAli XJ lJiD il VJ' iTX JJ li Ij O • 


Donc on pourra résoudre Téquation 

-\p — .r-^ I 1 j-i 

lorsque p sera de la forme 1 1 i. D’autre part l’équivalenee 

I (niod I I ) 


se décomposera en deux autres, savoii- 

(modll), -1 (luod.ll). 


Les racines delà première seront i, 4, 5, 10 , et celles de la seconde 

2 , 3, fi, "J, 8. Cela posé, on trouvera 




(TT^ 8CT ^ l()?ô- 






(i .'i. . .2caj(i .3. . .(iûï) 

( r . . rîï ) f r . ‘.i . . . 4 <îï ) ( I . 2 . . . û rrr ) 


(/| M -i- 1 ) . . .(inr I 
( :<rrT + I ) . . . oTîT 1 .777 


Ainsi, en particulier, soit/) = 23. On aura m = 2 


y . 1 U . 1 1 . 1 2 
1.2.5. d 


y. lu. [ I 




y. 2. 1 1 :=zp y 


Effectivement 


4 . 20 = y 2 y- H- i i . i -. 


Des théorèmes du meme genre sont relatifs à la résolution des équa 
tions indéterminées de la forme 


n r' — p"‘ ou ,r- - ii y-~ 

n étant un nombre premier de la forme 4/^H-i, ou meme un nomhri 
composé, et m étant un nombre entier dont on peut a /j/'forf assigne 
la valeur. 



SUR IA THÉORIE DE El LUMIÈRE 


UalltHin de Féru:::; !-:. Tome XliL *1.*-*'^”: I 


J ai iloniit' le iiruiiiicr. (iaii> ! /:' r»vv7c^'v fit’ fhaliu’i/iniiijiuf's > * «tJ 

1 *' volume ), les équalioes ;;éi!érales <rf‘(|iiilibr«‘ uü de nujüvemfOil tl'yis 
système (le nioléeules snliirifi'es l'ardes iorees trat!i‘ae{i<'n ou de ré|Uîl- 
siou mutuelle, eu admetlauî que eo iurees fussent re|>résenîei‘s |tar 
(les foiietiüus des dis!anees eutn* le> inoléeuîes: et j’îîi ju-t»iive que re> 
(‘quations, qui renfeiTiieut un j^rand uniiibre de eueilieicuîN dépendant 
de la nature du systèimu se réduisaient, dans h* ea> (U'i réiasticité rede- 
venait la menu' en tous sens, à irautres formules qui ne renferment 
qu’un seul coelHcient, et qui avaient été primitivement oîtfeiiues par 
3Î. Navier. J’ai de plus déduit de e«*s équations celles qui déîerminerif 
les mouvements des plaques et des ver^t's .dastiques. quand on sup- 
pose que l’élasticité n’t'st pas la même en tous sens: et j'ai ainsi olUenu 
des formules qui compreuiieiit. e.unme eas particuliers, celles que 
iM. Poisson et d’autres iJtéométres avaient trouvées dans la vuppitsition 
contraire. L’accord remarquable de ces diverses formules, et des lois 
({ui s’en déduisent, avec les observatimis des physiei(m>, et spécia- 
lement avec les belles cxpéri(*nees de ^î. .Savarf. devait m'eniaiuraj^er 
à suivre les conseils de quelques personnes qui m'eimageaient a faire 
des équations £,mnérales que j’avais données une application nouvelle 

I ' i Lu à l’Académie des Sciences le i" mai et les 7 et 14 juin 


à la théorie de la lumière. Ayant suivi ce conseil, jhii été assez heureux 
pour arriver aux résultats que je vais exposer dans ce Mémoire, et qui 
me paraissent dignes de fixer un moment l’attention des physiciens et 
des géomètres. 

Les trois équations aux différences partielles qui représentent le 
mouvement d’un système de molécules sollicitées par des forces 
d’attraction ou de répulsion mutuelle, renferment, avec le temps /, et 
les coordonnées rectangulaires .'2-, r, ^ d’un point quelconque de 
l’espace, les déplacements E, -q, 'C, de la molécule 7 n qui coïncide, au bout 
du temps i, avec le point dont il s’agit; cos déplacements étant mesu- 
rés parallèlement aux axes des oc, y, Les memes équations offriront 
21 coefficients dépendant de la nature du système, si l’on fait abstrac- 
tion des coefficients qui s’évanouissent, lorsque les masses in, m’ , ni!’ , 
des diverses molécules sont deux à deux égales entre elles et distri- 
buées symétriquement de part et d’autre de la molécule p. sur des 
droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. Enlin 
ces équations seront du second ordre, c’est-à-dire qu’elles ne confi('n- 
dront que des dérivées du second ordre des variables principales i, T), 

et l’on pourra, en considérant chaque coefficient comme une quan- 
tité constante, ramener leur intégration à celle d’une équation du 
sixième ordre qui ne renfermera plus qu’une seule variable principale. 
Or cette dernière pourra être facilement intégrée à l’aide des méthodes 
générales que j’ai données dans le 19" Cahier du Journal de V École 
Polytechnique, et dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus 
aux questions de physique mathématique. En appliquant ces méthodes 
au cas où l’élasticité du système reste la meme en tous sens, et rédui- 
sant la valeur de la variable principale à la forme la plus simple, à l’aide 
d’un théorème établi depuis longtemps par M. Poisson, on obtient pré- 
cisément les intégrales qu’a données ce géomètre dans les Mémoires 
de l’Académie. Mais dans le cas général, la variable principale étant 
représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait, pour décou- 
vrir les lois des phénomènes, réduire cotte intégrale sextuple à une 
intégrale d’un ordre moins élevé. Cette réduction m’a longtemps arreté ; 
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mais je suis enfin parvenu àTelTectuer, pour f équation aux différences 
partielles ci-dessus mentionnée, et meme généralement pour toutes 
les équations aux différences partielles dans lesquelles les diverses 
dérivées de la variable principale, prises par rapport aux variables 
indépendantes ce, y, t, sont des dérivées de même ordre. Alors j'ai 
obtenu, pour représenter la variable principale, une intégrale définie 
quadruple, et j'ai pu reclierclier les lois des phénomènes dont la 
connaissance devait résulter de l’intégration des équations proposées. 
Cette reclicrclie a été f objet du dernier Mémoire que j'ai eu l'honneur 
d'offrir à l'Académie, et qui renferme entre autres la proposition sui- 
vante ; 

Etant donnée une équation aux différences partielles dans laquelle 
toutes les dérivées de la variable principale relatives aux variables 
indépendantes r, l sont de meme ordre, si les valeurs initiales 
de la variable principale et de scs dérivées prises par rapport au temps 
sont sensiblement nullcsdans tous les points situés à une distance finie 
de l'origine des coordonnées, cette variable et ses dérivées n'auront 
pins de valeurs sensibles au bout du temps C l’intérieur d’une 
certaine surface, et par conséquent les vibrations sonores, lumineuses, 
etc., qui peuvent être déterminées à l’aide de l’équation aux différences 
partielles, se propageront dans f espace de manière à produire une 
onde sonore, lumineuse, etc., dont la surface sera précisément celle 
que nous venons d’indiquer. De plus on obtiendra facilement f équation 
de la surface de fonde, en suivant la règle que je vais tracer. 

Concevons que, dans f équation aux différences partielles, on rem- 
place une dérivée quelconque de la variable principale prise par rap- 
port aux variables indépendantes ce, y, ;j, i par le produit de ces 
variables élevées à des puissances dont les degrés soient marqués, pour 
chaque variable indépendante, par le nombre des différenciations qui 
lui sont relatives. La nouvelle équation que l'on obtiendra sera de la 
forme 
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el représentera une certaine surface courbe. Considérez iiiaiiiteiiaiU le 
rayon vecteur mené de forigino à un point quelconque de cette surface 
coui'be; porlt'zsur c(' rayon V(‘ct(Mir, à parti i* de l^origine, une longueur 
égale' au carré du teinjis eiivisé par c,e même rayon; nie'iu'./ (uisuilei par 
l’extrémité de ceth' longueur un plan perpendieulaire' à sa direction. 
Ce plan se'i'a le plan tangent à la surface de. ronde, et pai- eonséeiiu'iil 
eetle surface sera l’enveloppe de l’espace (jue traverseront les divers 
plans qu’on peut construiiM' en opérant comme on vient de le dire. Au 
reste, on arrive encoia' aux memes conclusions, en suivant um; autre 
méthode que. je vais ('xposer en peu de. mots et que j’ai développée 
dans mes dernières leçons an Collège de Kranci'. 

Supposons que les valeurs initiales d(‘ la variable principale ed de 
ses dérivées prises par rapport au temps ne soient sensibb's que pour 
les points situés à dos distances très petites d’un certain plan mené 
par l’origiiu' dos coordonnées, e( dépendent nni({uement de cos dis- 
tances. Cette môme variable et ces dérivées ne seront sensibles, au 
bout du t('inps t, que dans le voisinage de l’iin des plans parallèles, 
construits à l’aide do la règle que nous avons précédemment indiquée. 
Pai- couséqiK'ut, si les vibrations sonores, lumineuses, etc., sont primi- 
tivement renfermées dans uiu', onde plane, cette onde., qiu; nous nom- 
merons élémentaire, se divisera en plusieurs autres dont chacune s(' 
propagera dans l’espace, en restant parallèle à elle-même, avec une 
vitesse constante. IMais ces diverses ondes aiu'OJit des vitesses de propa- 
gation dilïérentes. Si maintenant on çonçoit qu’au premier instant 
plusieurs ondes élémentaires soient ren Fermées dans des plans divers 
menés par l’origine des coordonnées, mais peu inclinés les uns sur les 
autres, et que les vibrations sonores, lumineuses, etc., soient assez 
petites pour rester insensibles dans chaque onde élémiuitaire prise 
séparément; alors, ces vibrations ne pouvant devenir sensibles que par 
la superposition d’un grand nombre d’otides élémentaires, il est clair 
que les phénomènes relatifs à la propagation du son, de la lumière, etc., 
ne pourront être observés, an premier moment, que dans une très 
petite étendue autour de l’origine des coordonnées, et au boni du 


temps t, que dans le voisinage des diverses nappes de la surface qui 
sera touchée par toutes les ondes élémentaires. Or cette dernière sur- 
face sera précisément la surface courbe dont nous avons parlé ci-dessus, 
(‘t que Ton nomme généralement surface de ronde. 

Cela posé, si Ton considère le mouvement de propagation des ondes 
planes, dans un système de molécules sollicitées pai- des forces d'attrac- 
tion ou de répulsion mutuelle, on pourra prendre successivement pour 
variables principales trois déplacements rectangulaires d'une molé- 
cule m mesurés parallèlementaux trois axes d'un certain ellipsoïde qui 
aura pour centre l'origine des coordonnées, et que l'on construira faci- 
lement dès que l'on connaîtra les coefficients dépendant de la nature 
du système proposé, e( la direction du plan ABC, qui renfermait une 
onde plane au premier instant. Alors cette onde se divisera en six 
autres qui auront constamment la meme épaisseur que la première, el 
se propageront avec des vitesses constantes, dans des plans parallèles 
à ABC. 

Ces ondes, prises deux à deux, auront des vitesses de propa- 
gation égales, mais dirigées en sens contrairc^s. De plus C(^s vitesses, 
mesurées suivant une droite perpendiculaire' au plan ABC, pour les 
trois ondes qui se mouvront dans un même sens, seront constantes et 
respectivement égales aux quotients qu'on obtient en divisant l'unité 
par les trois demi-axes de l'ellipsoïde ci-dessus mentionné. Les points 
situés hors de ces ondes seront en repos, et si les trois demi-axes de 
l'ellipsoïde sont inégaux, le déplacement absolu et la vitesse absolue 
des molécules, dans une onde plane, resteront toujours parallèles à 
celui des trois axes de l'ellipsoïde qui sera réciproquement propro- 
tionnel à la vitesse de propagation de cette onde. Mais, si deux ou trois 
axes de l'ellipsoïde deviennent égaux, les ondes planes qui se propa- 
geront dans le même sens avec des vitesses réciproquement propor- 
tionnelles à ces axes, coïncideront, et la vitesse absolue de chaque 
molécule renfermée dans une onde plane sera, au bout d'un temps 
quelconque, parallèle aux droites suivant lesquelles les vitesses ini- 
tiales se projetaient sur le plan mené par les deux axes égaux de l'ellip- 
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soïde, ou môme, si l’ellipsoïde se cliaiige en une sphère, aux directions 
de ces vitesses initiales. 

Concevons maintenant qu’au premier instant plusieurs ondes planes, 
peu inclinées les unes sur les autres et sur un certain plan ABC, se 
rencontrent et se superposent en un certain point A. Le temps venant 
à croître, chacune de ces ondes se propagera dans l’espace, en don- 
nant naissance, de chaque côté du plan qui la renfermait primitivement, 
à trois ondes semblables renfermées dans des plans parallèles, mais 
douées de vitesses de propagation différentes; par conséquent le S3's- 
tème d’ondes planes que l’on considérait d’abord se subdivisera en 
trois autres systèmes, et le point de rencontre des ondes qui feront 
partie d’un meme système se déplacera suivant une certaine droite avec 
une vitesse de propagation distincte de celle des ondes planes. Donc, 
au bout d’un temps quelconque t, le point A se trouvera remplacé par 
trois autres points dont les positions dans l’espace pourront être cal- 
culées pour une direction donnée du plan ABC, et les diverses posi- 
tions que pourront prendre les trois points dont il s’agit pour diverses 
directions primitivement attribuées au plan ABC, détermineront une 
surface courbe cà trois nappes, dans laquelle chaque nappe sera cons- 
tamment touchée par les ondes planes qui feront partie d’un meme 
système. Or cette surface courbe sera précisément celle dont nous 
avons déjà parlé ci-dcssiis, et que nous avons nommée surface de 
l’onde. 

Au reste, pour que la propagation des ondes planes puisse s’elfec- 
tner dans un corps élastique, il est nécessaire que les coefficients, ou 
du moins certaines fonctions des coclficicnts renfermés dans les équa- 
tions aux différences partielles qui représentent le mouvement du corps 
élastique, restent positives. Dans le cas contraire, les ondes planes ne 
pourraient plus se propager, et l’on en serait averti parle calcul qui 
donnerait pour les vitesses de propagation des valeurs imaginaires. 

Dans la théorie de la lumière, on désigne sous le nom d’ether le 
fluide impondérable que l’on considère comme étant le milieu élastique 
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d’un grand nombre d'ondes planes donl les plans sonL peu inclinés les 
uns aux autres est celui dans lequel on suppose que la lumière peut 
être perçue par l’œil. La série des positions que ce point de rencontre 
prend dans l’espace, tandis que les ondes se déplacent, constitue ce 
qu’on nomme un rayon lumineux; et la vitesse de la lumière mesurée 
dans le sens de ce rayon doit être soigneusement distinguée, i" de la 
vitesse de propagation des ondes planes, 2° de la vitesse propre des 
molécules étliérées. Enfin l’on appelle rayons polai’isés ceux qui corres- 
pondent à des ondes planes dans lesquelles les vibrations des molécules 
restent constamment parallèles à une droite donnée, quelles que soient 
les directions des vibrations initiales. 

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux, 
la lumière cstpolariséc parallèlement à une droite ou à un plan donné, 
lorsque les vibrations des molécules lumineuses seront |)arallèles à 
cette droite ou à ce plan, sans être parallèles dans tous les cas aux 
directions des vibrations initiales; et nous appellerons plan d(^ polari- 
sation le plan qui renfermera la direction du rayon lumineux, et celle 
de vitesses propres de molécules étliérées. Ces définitions s’accordent, 
comme on le verra plus tard, avec les dénominations reçues. 

Gela posé, il résulte des principes ci-dessus établis, qu'en partant 
d’un point donné de l’espace, un rayon de lumière dans lequel les 
vitesses propres des molécules ont des directions quelconques, se sub- 
divisera généralement en trois rayons de lumière polarisée parallè- 
lement aux trois axes d’un certain ellipso’ide. Mais cliacun de ces rayons 
polarisés ne pourra plus être divisé par faction du fluide élastique dans 
lequel la lumière se propage. De plus, le mode de polarisation dépen- 
dra de la constitution de ce fluide, c’est-à-dire de la distribution de ses 
molécules dans l’espace ou dans un corps transparent, et du plan qui 
renfermait ])rimitivement les molécules vibrantes. Si la constitution 



si dans ce corps le Üuide éf.héré se trouve distribué de telb* sorte que 
son élasticité demeure la mémo en tous sens autour d’un point quel- 
conque, les trois rayons polarisés, dans lesquels se subdivise généra- 
lement un rayon quelconque de lumière, seront dirigés suivant la 
même droite ; et, comme la vitesse de la lumière sera la même dans les 
deux premiers rayons, ceux-ci se conlbndront l’un avec rautre. Il ne 
restera donc alors que deux rayons polarisés, i’un double, l’autre 
simple, ayant la même direction. Or, le calcul fait voir que dans le 
rayon simple la lumière sera polariséi* suivant la diiaîclion dont il s’agil, 
tandis que dans le rayon double la lumièia' sera polarisée*, pei'peiidicu- 
lairement à cette direction. Si les vibrations initiales des molécules 
lumineuses sont renfermées dans un plan perpendiculaire à la direction 
dont il s’agit, le rayon simple disparaîtra, et les vitesses propres des 
molécules dansle ra^mn double resü'ront constamment dirigées suivaiil 
des droites parallèles aux directions des vitess(ïs initiales, de sorte* qu'à 
proprement j)arler, il n’y aura [)lus de polarisation. Alors aussi la 
vitesse de propagation de la lumière sera équivab'uli* à la vitesse de 
propagation d’une onde plane, et la mèim* en tons sens autour de 
chaque point. Or, la réduction tle tous les rayons à un seul, et l’absence 
de toute polarisation dans les milieux où la lumière se propage en tous 
sens avec la même vitesse étant des faits constatés par rexpérience, 
nous devons conclure de c(i {[ui précède que <lans ces milieux les 
vitesses propr(*.s des molécules étliérées sont ])erpendiculaires aux 
directions des rayons lumineux, et comprises dans les ondes planes. 
Ainsi riiypolhèse admise par Fresnel devient une réalité. Cet Iiabib* 
|)hysicieii, malheureusejm'iil enlevé aux sciences par une mort |jréma- 
turée, a donc eu raison de dire que dans la lumière ordinaire les vibra- 
tions sont transversales, c’est-à-dire perpendiculaires aux directions 
des rayons. A la vérité, les idées de Fresnel sur cet objet ont été vive- 
ment combattues par un illustre académicien dans plusieurs articles 
que renferment les Annales de physique et de chimie, et dont l’iin est 
relatif au mouvement de deux fluides superposés. Suivant l’auteur de. 
ces articles, les vibrationsdes molécules dans l’éther finiraient nar être 


loujours sensiblement perpendiculaires aux surfaces des ondes qn(‘. le 
mouvement produit en se propageant, et dès lors la polarisation, telle 
qu'elle a été précédemment définie, deviendrait impossible et dispa- 
raîtrait complètement. Alors aussi la surface de fonde serait toujours 
un ellipsoïde, et ji’olfrirait qu'une seule nappe, en sorte que pour 
expliquer la double rétraction on serait obligé de supposer deux Iluides 
éthérés simultanément renfermés dans le même milieu. Mais on doit 
remarquer que fauteur, comme il le dit lui-même, avait déduit ces 
diverses conséquences de l'intégration de l'équation connue aux diffé- 
rences partielles qui représente les mouvements des fluides élastiques, 
et de celle qu'on en déduit lorsqu'on suppose inégaux les trois coelli- 
cients des dérivées partielles de la variable principale. Or, ces équa- 
tions ne paraissent point applicables à la propagation des ondes lumi- 
neuses dans un fluide éthéré, et l'accord remarquable de la théorie qin' 
je propose avec fexj)érience me semble devoir confirmer l’assertion 
que j’ai déjà émise dans un précédentMémoire sur le mouvement de la 
lumière; savoir, que les équations difTcrenticlles de ce inouvemeni 
sont comprises dans celles que renferment les di'' ('.( 3;V‘ livraisons des 
h^xercices de mathématiques. 

Nous allons maintenant appliquer la théorie que nous venons d(i 
reproduire en peu de mots à la propagation de la lumière dans les 
cristaux à un axe ou à deux axes optiques. Pour y parvenir, il ne sera 
pas nécessaire d'employei* les équations générales qiu' nous avons 
données dans la SiMivraison des Exercices, comme propres à repré- 
senter le mouvement d’un système de molécules sollicitées par des 
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et l’on pourra réduiia* C('.s 
équations aux formules (68) de la page 208 du troisième volume, c’est- 
à-dire aux formules qui expriment le mouvement d’un système (jiii 
offre trois axes d’élasticité perpendiculaires entre eux. ün pourra 
d’ailleurs supposer qu’aucune force intérieure n’est appliquée au sys- 
tème, et alors les formules dont il s’agit renfermei'onl seulement le 
temps t, les coordonnées x, y, z d'une molécule quelconque m, ses 
déplacements T|, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et 
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neuf coefficients G, H, f, L, M, N, P, Q, B, dont les trois premiers seront 
proportionnels aux pressions supportées, dans l’état naturel du fluide 
étliéré, par trois plans respectivement perpendiculaires à ces mêmes 
axes. Les coefficients dont il est ici question, étant regardés comme 
constants, on construira sans peine rellipsoïde dont les trois axes sont 
réciproquement projmrtionnels aux trois vitesses de propagation des 
ondes planes parallèles à un plan donné, et dirigés parallèlement aux 
droites suivant lesquelles se mesurent les vitesses propres des molé- 
cules étliérées dans ces ondes planes. On pourra aussi déterminer, 
i" les directions des trois rayons polarisés produits par la subdivision 
d’un rayon lumineux dans lequel les vibrations des molécules auraient 
des directions quelconques; 2 “ la vitesse de la lumière dans chacun de 
ces trois rayons; 3" les diverses valeurs que prendrait cette vitess('., 
dans les rayons polarisés produits par la subdivision de plusieurs 
rayons lumineux qui partiraient simultanément d’un mémo. ])oint. 
Enfin l’on pourra construire la surface à trois nappes, qui, au bout du 
temps t, passerait par les extrémités de ces rayons, et que l'on nomme 
la surface de fonde lumineuse. Quant à l’intensité de la lumière, elle 
sera mesurée, dans chaque rayon, par le cai'ré de la vitesse des molé- 
cul(‘s. Cela posé, si l’élasticité du Iluidc éthéré reste la meme en tous 
sens autour d’un axe quelconque parallèle à Taxe des on aura 

( 1 ) riz-it, L — M~;iR, 

et par conséquent les neiifcoelïicients déj)endant de la distribution des 
molécules dans l’espace se réduiront à (dnq, savoir : //, l, N, Q, B. Il y 
a plus ; deux nappes de la surface ci-dessus mentionnée pourront se 
réduire au système de deux ellipsoïdes de révolution circons(‘rits fiin 
à l’autre; et, pour que cette dernière réduction ait lieu, il suffira que 
la condition 

(a) (3R-Q)(N-Q)=réQ'^ 

soit remplie. Enfin f un des deux ellipsoïdes deviendra une sphère qui 

aura noiir diamètre fave de. rèvnlnhon de Fanfre ellinen'ide V’nn 


suppose 

( 3 ) 
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et alors la marclio dos deux rayons polarisés sera ])réeisémeiit celle 
qu'indique le Üiéorèine d’Huygens, relatif aux cristaux qui olfrent un 
seul axe optique. Or, rexactitude de ce théorème ayant été mise hors 
de doute par les nombreuses expériences des physiciens les plus 
habiles, il résulte de notre analyse que, dans les cristaux à un axe 
opliqiu', les coefficients H, /, N, Q, B, vérifu'iit les conditions (■->) et (BV 
D’ailleurs l’élasticité du lluid(î éthéré n’étaiit, par hypothès(', la inénie 
en tous s('ns qu’autour de l’axe des il n’est pas naturel d’admettre 
que l’on ait G = // = /, à moins que Tou ne suppose les trois coeffi- 
cients G, //, /, généralement nuis. Il est donc très probable que dans 
l’éther ces trois coefficients s’évanouissent, et avec eux les pressions 
supportées par un plan quelconque dans l’état iiaiurel. Cette hypothèse 
étant admise, l’ellipsoïde et la sphère ci-dessus mentionnés seront 
représentés par les équations 


( 4 ) 


/■--H,)'- 




• V- -1- )’■ -i- Z~ 
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(',n sorte que sera le demi-diamètre de la sphère, et /Ü le demi- 
diamètre de l’équateur dans l’ellipsoïde. Il importe d’observer que 
dans les cristaux doués d’un seul axe optique, ces deux demi-diamètres, 
ou leurs carrés Q, R, sont toujours très peu différents l’iin de l’autre, 
et qu’en conséquence l’ellipse génératrice de l’ellipsoïde offre une 
excentricité très petite. Il en résulte aussi que la condition (8) se réduit 
sensiblement à la suivante 

Nrz:3K, 


c’est-à-dire à une condition qui est remplie, toutes les fois que l’élas- 
ticité d’uii milieu reste la meme en tous sens autour d’un point quel- 
conque. Ajoutons que l’intensitéde la lumière déterminée par le calcul 
pour chacun des deux rayons polarisés que nous considérons ici, est 
précisément celle que fournit l’observation. Quant au troisième rayon 
polarisé, le calcul montre qu’il est très difficile de l’apercevoir, attendu 


30 


MKAIOItlE SI K I. A TAlKUllIIi DE LA IA IVIIEIIE. 


ue l’intcnsilü de la lumière y deiiiuur(3 toujours très jjcLitc quand elh' 
'est pas rigoureusemeiU nulle. Nous indiquerons plus tard les moyens 
■’cn constater rexistence. 

Concevons à présent que, dans le üuide étliéré, l'élasticité cesse 
'être la meme en tous sens autour d'un axe parallèle à l'axe des Si 
on coupe la surlace de l’onde lumineuse par les plans coordonnés, les 
ections faites dans deux napjies d(' cette surface imurrontsc réduire 
ux trois cercles et aux trois ellipses représentées par les équations 



L, pour que cette réduction ail lieu, il sullira que les cm^llicients (i, 
i. T'étant nuis, les (rois conditions 

, (.VI (.N .n)(L -nj._ 'i(r^ 

'( (L - -R)(M - K)-_ '|1V. 

outes trois semblables à la condition (^a), soient vériiiées. Il y a plus, 
i les excentricités des trois ellipses sont assez petites pour qu’on puissi' 
légliger leurs carrés, les conditions (G) ('.nl.raincront la suivante 

(i\l - P)(N — Qj(L - Hj (N -- Pj( L - q) ) ( M - W ) ■>. 

;t l’équation de la surface de l’onde lumineuse jiourra être réduite ;i 

\ -I- ,)•- -I- z-){ P./;- -i- ( > }■- -h 

'( - I P(q) H- Uj.r'-h ()(lt + P).)"’-l- 

)r, les trois cercles, les trois ellipses, et la surface du 4 ’’ degré repré- 
entées par les équations (5), ( 7 ). sont précisément celles que Fresnel 
données comme propres à indiquer la marche des deux rayons pola- 
isés, aperçus jusqu’à ce jour dans les cristaux à deux axes optiques: 

I l’on snil, (r?iil]eiirs (ine, dans ces cristaux, les excentricités d(‘s 
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ellipses süiil lüiM pctiles. Donc l(‘.s conditions ("6) doivent y être sensi- 
l3l(3nien(. véi iliées. An reste, il est bon fl obsin'ver f|iie, si les excentri- 
cités devenaient milles, ou imi d’autres termes, si l’on avail 

(N) l‘ — <>nz:K, 

les coiulitions (G) donneraieni 

C.lj J. .M = i\ ;] R. 

el (Hie les conditions ( S), i^c)) sont préciséiinoit celles qui doivent être 
rinnplii's pour ([ne I élaslicilé d un milieu resh' la même dans tous les 
sens. 

Ouantau troisièiiu' rayon polaiasê, coiniin' rintensité de sa lumière 
es! Ibrl petite', il s('ra généralement très dilïicib^ d(' l’apercevoir, si ce 
n est flans des circonstances particulières ([ue noire Ibéorii' nous per- 
metlra d’indi(|uer. 

IGi résiimanl ci' ([ii’oii vient de dire, on voit que, les conditions (G) 
élant supposées ri^'onrens('menl remplies, les sections faites dans la 
surface d(' l’oiiib' lumineuse [lar les plans coordonnés coïncideront 
exacbïinent avec c('lles que. Kresnel a données. Quant à la snrfaci' 
même, ('lie sera peu dill’éri'iite delà surface du 4'' degré qneci't illustri' 
pliysii'ii'ii a obtenue, et [lar conséquent cette dernièri' est, dans la 
théoi’ie de la lumière, ce (ju’esi le mouvemeni elliptiqui' des planètes 
dans le système dn monde. 

Les excauitricités des ('.llipses suivant lesquelles la surface de l’onde 
liiinim'use se trouve coupée par les plans coordonnés étant généra- 
b'.ment fort pi'tites pour les cristaux à un seul axe ou à deux optiques, 
il en résidtc qu’on peut déterminer avec uiu' grande' approximation, 
dans ces cristaux, b's vitesses de propagation des ondes ])lanes, et les 
plans de polarisation des rayons lumineux, à l’aidt' de la règle qiu' ](' 


n 


par un plan diaiuélral parallèle au plan donné. La section ainsi obtenue 
sera une ellipse dont les deux axes seront numériquement égaux aux 
vitesses de propagation des ondes planes dans les deux rayons. De 
plus, celui de ces deux rayons dans lequel les ondes planes se propa- 
geront avec une vitesse i‘eprésentée pai' !('. grand axe de r(dlips(', sera 
polarisé parallèlement au petit axe; et réciproquement le rayon dans 
lequel les ondes planes se propageront av(‘c uiu' vitessi' représentée 
par le petit axe de rellipsc sera polarisé parallèlement au grand axe. 
Si l’on fait coïncider le j)lan ABC avec run des [dans principaux de 
rdlipsoïde, les deux rayons [xdarisés snivroni la menu' route, ('t li's 
deux vitesses d<‘. la liimièia' dans ces rayons seia)nt précisénnnit les 
vitesses de propagation des ondes planes. Pai- suite, les vitesses d(‘. la 
lumière dans les six rayons polarisés, dont les dii’ections coïncident 
avec les trois axes de rdlipsoïde, sont deux à deux égales entre elles 
et à l’un des nom])res \IQ, \JB. Ajoulons (|ue les deux rayons dont 
la vitesse est sjp sont polarisés parallèlement à l’axe des x, ceux dont 
la vitesse est parallèlement à l’axe <ies }% et c.eux dont la vitiisse 
est parallèlement à Taxe des Dans le cas particulier où les quan- 
tités P, Q, deviennent égales entn^ elles, la surface représentée par 
l’équation (lo), ou 

(") ~Q^+R='’ 

est un ellipsoïde d(', révolution dont Taxe est ce qu’on appelle l’axe 
optique du cristal. Alors, l’un des demi-axes de la section faite par un 
plan diamétral quelconque est constamment égal à ^Q, ;dnsi qiu', la 
vitesse de la lumière dans l’un des deux rayons polarisés. Le rayon dont 
il s’agit est celui qu’on nomme rayon ordinaire, et il se trouv(', polarisé 
parallèlement à la droite, qui dans le plan /1/yCforme le plus petit et le 
plus grand angle avec l’axe optique, tandis que l’auti’c rayon, ap])elé 


rayon extraordinairo, est polarisé parallèlement à la droite d’inter- 
section du plan ABCai d un plan perpendiculaire à l’axe optique. Alors 
aussi les deux rayons ordinaire et extraordinaire se superposent, quand 
ils sont dirigés suivant l’axe optique, et se réduisent à un rayon unique 
qui n’offre plus aucune trace de polarisation. 

Lorsque les trois quantités P, Q, R, sont inégales entre elles, l’ellip- 
soïde représenté par l’équation (lo)peut être coupé suivant des cercles 
par deux plans diamétraux qui renferment tous deux l’axe moyen. 
Donc les deux rayons polarisés se superposent lorsque les ondes planes 
deviennent jiarallèles à l’un de ces plans. Alors, la direction commune 
des deux rayons est ce qu’on appelle un axe optique. Donc, pour les 
cristaux dans lesquels l’élasticité de l’éther n’est pas la même en tous 
sens autour d’un axe, il existe deux axes optiques suivant lesquels se 
dirigent les rayons qui n’offrent plus aucune trace de polarisation. 

Toutes ces conséquences de notre analyse sont conformes à l’expé- 
rience, et même, dans des leçons données au Collège royal de France, 
M. Ampère avait déjà remarqué que la construction de l’ellipsoïde 
représenté i)ai* l’équation (lo) fournit le moycni de déterminer les 
vitesses d(3 propagation des ondes planes et les plans de polarisation 
des rayons lumineux. Seulement ces plans, que l’on croyait perpendi- 
culaires aux dii'ections des vitesses propres des molécules éthérées, 
renferment au contraire ces memes directions. 

fS'oiis ajouterons qu’à l’équation (lo) on pourrait substituer la sui- 
vant(' 

( I •>. ) I Vr- -I- O J'' H- K 3- ^ I . 

En effet, les deux sections faites par un même plan dans les deux 
ellipsoïdes que rcpréseiüent les équations (lo) et ( 12 ), ont leurs axes 
parallèles, et ceux de la seconde section sont respectivement égaux 
aux quotients ([ue l’on obtient en divisant Fuiiité par les axes de la 
première. 


SUR 

LES DIVERSES MÉTHODES 
A L’AIDE DESQUELLES ON PEUT ÉTABLIR 
LES ÉQUATIONS 

QUI REPRÉSENTENT LES LOIS D’ÉQUILIBRE 

OU 
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Lorsqu’on rcclicrcJn' les éqiiulions qui iTiprésoiiLoiiL l’équilibro ou 
Jo inouvomont intérieur d’un corps solide ou lïuide, on peut ou consi- 
«léreree corps comme une masse continiu', ou 1(' regard(!r comim' nn 
système de poinis matériels qui s’attirent ou se repoussent à (!(' très 
petites distances. Dans le premier cas, il laut d’abord établir la théorie 
(les pressions ou tensions exercées en un point donné d’une mass(' 
continue contre les div('rs plans qu’on jnnit taire passer })ar ce menu' 
point. J’ai donné le juannier cette théorie;, qui ollVe quelques analogies 
avec la théorie de la courbure des surfai'cs, dans un Mémoiri' 
présenté à l’Académie des sciimces h* So septennhiM' (>( ladatifà 

l’équilibre, ainsi qu’au inouveimnit intérieur des corps soIid('s élas- 
tiques ou non élastiques. Ijik; Note indiquant les princ.i|)aux résultals 


(1) Lu à rAeadémio royaio dos Seioncos le S mars i83o. 



auxquels j'étais parvenu, a été insérée dans le BulletiiL de La Société 
pldlomathiqiie de janvier 1 8 fio, et ees résultats ont été reproduits encoia' 
dans les tonu's 2 et 3 <les Exercices de mathématiques . J’ai fait voir (mi 
particulier que les pressions ou tensions exercées en un point d'un 
corps (‘.outre div('rs plans j)assant par ce point étaient (mi général 
obliques par rapport aux plans qui les supportaient, (‘.t ne pouvaient 
(li'venir toutes normales à ces plans que dans le cas où elles étaient 
égales entr(‘ (dles; (jue pour cha({ue point il (îxistait trois plans prinei- 
paux rcctangulairc's entre (mix, et supportant des pressions, ou tensions 
normales, parmi lesquelb's se trouvaient toujours les pressions on 
tensions maxima ou minima-, qu’on pouvait toujours, en s’appuyant 
sur la considération d’ini tétraèdre, infiniment petit, déduire la pres- 
sion ex(‘rcée contre nn plan quelconque des trois pressions supportées 
[)ar des plans parallèles aux plans coordonnés; et f[iie les neuf com- 
posantes de ces trois dernières pressions S(' réduisaient à six; enfin, 
que les intensités dc's pressions sujiportées par divers plans et que leurs 
composantes normales, pouvaient être facilement déterminées moyen- 
nant la construction d’(dlipsoïdes dont chacun devait être remplacé 
dans certains cas par deux systèmes d’hypcrboloïdes conjugués. Enfin, 
j’ai donné l(!s relations qui existent dans l’état d’équilibre d’un corps 
solide ou tluide ('ntr(' les pressions ou tensions et les forces accéléra- 
trices. Les équations qui expriment ces relations, et celles qu’on en 
tire lorsqu’on tient conpite de la force accélératrice qui serait capable 
de produire le mouvement observé de cbaque point, si ce point devenait 
libre, sont les véritabbîs équations d’équilibre et de mouvement des 
corps solides ou Iluides élastiques ou non élastiques considérés comme 
(les masses continues. Ces équations, dans le cas d’équilibre, se 
réduisent à 
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ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE DES CORPS. 

P désignant la densité du corps au point y, ; X. Y, Z, les projec- 
tions algébriques de la force accélératrice d? sur les axes de coordon- 
nées supposées rectangulaires, et A, F, E; F, B, D; E, D, C, les 
projections algébriques sur les memes axes des pressions sup- 
portées au point (^z:, j, js), par trois plans parallèles aux plans 
coordonnés. 

Dans le cas du mouvement, les équations (i) doivent être rempla- 
cées par les suivantes : 
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a;, y, Z, t étant les variables indépendantes, et -q, t, désignant les 
déplacements d’une molécule mesurée parallèlement aux axes des 
Æ*, y, Z. 

Pour déduire des équations (i) et (2) les lois d’équilibre ou de 
mouvement d’un corps, il est nécessaire de connaître les relations 
qui existent entre les pressions A, B, C, D, E, F, et les dépla- 
cements ■/], 

Or, on peut faire à ce sujet les remarques suivantes ; 

Lorsqu’un corps se condense ou se dilate, la distance r entre deux 
molécules très voisines croît ou diminue dans un certain rapport, et la 
différence £ de ce rapport à runité est une quantité positive ou néga- 
tive, qu’on peut nommer la condensation ou dilatation linéaire dans le 
sens du rayon vecteur ?■. 

Or, cette condensation linéaire varie dans les diverses directions, 
et j’ai fait voir que si les déplacements ‘C, sont très petits, 

ses diverses valeurs seront réciproquement proportionnelles aux 


cos ê cos Y 


C'est ce qui résulte immédiatement de la formule 


( 3 ) 


dç, 

t—-r cos- a -1- — cüs- b H- cos-y 
dx dy dz ‘ 




cos Y cos a 



dn 

dz 


-t- 


dy 


dri 

dx 


cos a cos 6 


dans laquelle a, é", y' désignent les angles que forme le rayon vecteur r 
avec les demi-axes des coordonnées positives. Les condensations ou 
dilatations mesurées suivant les trois axes de l’ellipsoïde sont celles 
que j’ai nommées condensations ou dilatations linéaires prijicipales. 
Parmi elles se trouvent toujours les condensations niaxima ou minima. 
Il résulte encore de la formule ( 3 ), qu’en chaque point d’un corps les 
condensations ou dilatations linéaires, mesurées dans des directions 
quelconques, sont complètement déterminées, dès que l’on connaît, 
pour ce meme point les valeurs des six quantités, 


di d-(\ dt d-(\ ftÇ <■/? dt di^ d-r\ 

dx"' dy^ dz'' dz dy^ dr dz^ dy dx 


Pour appliquer la théorie que nous venons de nippcler, aux corps 
élastiques, il sunit d’admettre un principe que j’ai posé dans le 
Mémoire de 1820., savoir : qu’en chaque point d’un corps parfaitement 
élastique, la pression ou tension exercée contre un plan quelconque 
dépend uniqueimuit des condensations ou dilatations linéaires, en 
sorte que le S3"stème de ces condensations ou dilatations étant connu, 
011 peut en déduire le système entiai des pressions ou tensions dans les 
différents sens. A la vérité, en appliquant ce principe, j’avais implici- 
tement supposé dans le Mémoire de 1822, que la nature du corps ou 
plutôt son élasticité était la meme dans tous les sens. Mais rien 
n’empéche d’étendre le même principe au cas où cette condition n’est 
pas remplie, et dès lors les six pressions 

(5) A, B, G, D, E, F 


' ne peuvent être que des fonctions des quantités (4); or, si après avoir 
développé ces fonctions suivant les puissances ascendantes des quan- 
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a,, a-j, U;,, a,, a;;, ao, hi, atc., düsigtuiiil des coetTicients qui seroiil, 
déterminés pour cliaque point, mais pourront varier avec x, y, z. 

Ces équations sont celles que M. Poisson u données dans son dernier 
Mémoire, et (jidil a déduites d’une méthode peu diflerente de celle 
que nous venons d’indiqiKU' ('). 


(^) Pour établir les foraiules (6), qu’il regarde comme applicables aux corps solides 
élastiques, dont les molécules sont très peu écartées des positions qu’elles occupaient 
dans l’état naturel. M. Poisson part do ce principe, que les pressions A, B, C, D, E, F, 
correspondantes au point (.r, j, z), dépendent uniquement des déplacements relatifs dos 



(Ihaciinn d’elles, |)ris(î à part, est de la même forme ([ue l’ime des 
équations inscrites sous les numéros (5) et (G ) à la page y. de la 
livraison des Exercices de mathématiques; seulement il n’arriv(‘ 
plus ici, comiiK' dans les Exercices, que quelques-uns des coefficients 
({ui servent à déterminer la pression A soient égaux à quelques-uns d(‘ 
ceux ({ui servent à déterminer chacune des autres pressions B, C, l), 
Lü, K; (d les 36 coeflicients a^, />,. c,, (?i, /’, : a-.,, /xj, ('te., sont tons 

distincts h's uns dt^s antia's. 

Si l’élasticité du c()r|)s est la même dans tons les sens, les ax('s 
suivant les(|nels se mesuiamt les condensations ou dilatations |)rinci- 
pahïs sG t" , i"' doiveni être perpendiculaires aux plans ([ui supporte- 
ronl les pia'ssions principales p', p'\ p'" . De |)lns ces pia'ssions ne 
peuvent être (|U(' des fonctions d(' s', t" . z'" , tellerinml choisies que leurs 
valeurs ne soient pas altéré('s par un échange oj)érê (uitia; les axes des 
X, Pour lannplir cetle condition, en négligeant les puissances 

snpérif'uiM's de z' , z", z”', il faudra supposeï' 

I // /■,£' -!-/•,(£" 1 •"). 

(-) //.V -h 3'"), 

( / | -'"-S /.•.( 3' ' 

ICi, /i.j désignant des (xadlicients qui soient déterminés pour chaque 
|)oint, mais puissent vari('r avec x, y, jj. Si l’on fait pour abrégei* 

( s ) U - z' i- 3 h 3 

’j, ainsi (jue je l’ai remarqué, représentera la dilatation ou condensa- 
tion d(' volume au point (x, y, :s), (‘t (ui ée, rivant k, K, au lieu 

nKjlécuU's dans le voisinage de ce point, (îL par con.séqueiil des neuf quantités 

c/' (/; dç c/t, ||■^^ //r, d'Q ilZ d'Ç, _ 

d.v^ d}'^ dz d.v’’ dy"' dz' il.id d)' éhd 

puis en considérant ces quantités comme inliniment petites du premier ordre, et négli- 
geant les infiniment pi'tils du se(;ond ordre, il réduit les valeurs do A, B, C, D, E, F, à 
des fonctions liné.dres des ([uantités dont il s’agit. Enfin i! mmène ces fonctions à la 
forme sous laquelle elles se présentent dans les éi]uaLions (fij. en adinetlaut que les 
piaissions s’évanouissent dans [’élat naturel du corps, et en observant que cet état 
continue do subsi.Aer, quand on imprime à tous les points un mouvement commun de 
rotation autour de l’un des axes coordonnés. 


de ki — L, /lo, on réduira les formules (7) à 

i p' kt' H— 

p" = /ce" 4- K 'J, 

p"'= /ce" + Kî. ; 


puis, en raisonnant comme dans le tome 3 des Exercices de mathéma- 
tiques (p. 167 et suiv.), on en conclura 


(10) 


A^/c^+lvu, 

doc 

Brr /c~' h-Ku, 
dy 

C=r/c^^ +Ku, 
dz 

2 \ dy dx j 


Enfin, si Ton substitue les valeurs précédentes de A, b, C, D, E, F, 
dans les formules (i) ou (2), on obtiendra précisément les équations 
que j’ai données (dans le tome 3 des Exercices de mathématiques, 
p. 179) comme représentant Féquilibre ou le mouvement d’un corps 
élastique dont l’élasticité reste la même dans tous les sens. Ces (‘([na- 
tions, qui renferment deux (melRcients dépendant di'i la natuiMi du 
corps, comprennent, comme cas particulier, d’autres équations qui 
n’en renferment qu’un seul, savoir celles auxquelles MM. Navier (‘t 
Poisson étaient parvenus dans des Mémoires présentés à l’Académie, 
le i4 mai 1821 et le i"'" septembre 1827, par des méthodes très dilfé- 
rentes de celle que je viens d’indiquer, et les équations qiu' j’avais 
données dans le Mémoire déjà cité de 1822. 

On peut se proposer de trouver les équations qui devraient remplacer 
les formules (6), si l’on considérait un corps élastique passant d’un 
premier état dans lequel les pressions ne seraient pas milles à un 
second état distinct du premier. Or, en se servant de la méthode par 


IWTKJMKLR l)K8 COHl’S SOlJDKS Oli FIJjlDKS. 

laquelle M. Poisson a établi les cquatiojis (ü), et des foriniiles que j ai 
données dans le pi'emic'r volume des Exercices de mathématiques, p. 33, 
on oblient, au lieu des équations (6), celles qui suiveni : 
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Les 4-^ coellicients que renfermenl ces dernières savoir ; 

(\ii, iîiis 0(1, i) tl 1 * ' GLl., 

(lüivenL être considérés en général coiniiic représenlaol, des ronclions 
de^;, J, Z. Ajoutons que les formules (ii), conipi‘cnnent comme cas 
particulie)', les formules, qui sont inscrites sous les numéi'os (36), (3'-), 
à la page i38 du 4“ volume des Exercices, (d qui renfernuMit seulcmenl 
■>.i coelFicients distimds. 

Dans un second uriicle j’<;xaminerai en particnlicu* les é(piatioiis 
aux(jnelles on |)arvient quand on considère l('s cor])s comme des 
syslèmes de i)oints inalériels. 



SLiK 


L’INTÉ&RÀTION D’UNE CERTAINE CLASSE 
D’ÉQUATIONS 

AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


Bulletin de Fériissur, Tome XllI, p. •27^-279; iS 3 o. 


L'A soiulion cFaii grand nombre de quesLioiis de pliysiqm' maüiéma- 
üque dépend de l’intégration d’équations aux dilféreiiees partielb's 
linéaires, et à coefficients constants, dans lesqiu^Iles les dérivées de la 
variable principale sont toutes du meme ordia?. Telles sont en parti- 
culier les équations qui expriment les lois d('. la propagation des ondes 
à la surface d’un liquide renlernié dans un canal rlont la profondeur 
est très petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz, dans 
un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important 
d’obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous uik* 
(orme telle qu’on pût en déduire aisément la connaissance des pliéno- 
inénes que ces équations représentent. Tel cs( l’objel de divers 
Mémoires que j’ai présentés dernièrement à l’Académie des Sciences. 
Je vais donner (ui peu de mots une idée di^s résultats auxquels je suis 
parvenu, et qui me paraissent dignes de fixer un instant l'atlmition des 
géomètres. 

Soitep une fonction des variables indépendantes servons- 

nous d’ailleurs, pour plus de simplicité, de la nolatioji adoptée dans le 
y/ volume dès Exercices' de mathématiques^ (>( désignons (oi consé- 



qiience, par 


D;î,DjlD^, Dr? 


la dérivée 

àcv dr^' (h'- ... df" 

Une équation linéaire aux difterenccs partielles et à coellicieiits 
constants, entre la variable principale o, et les variables indépendantes 
œ, y, pourra s’écrire <-onnne suit 

(\>.) D(D..,.., D, , Dr., • • - ^ I)/)9 O, 

la fonction F(u, e, (v, .y), étant ce qui devient le [)reniier ineinbre de 
réquation, aux différences partielles quand on y remplace les diverses 
valeurs de l’exjircssion (i) par les valeurs correspondantes du produit 

///'c-'u-r . ..s-"'. 

De plus, si, dans l'équation (2), toutes les dérivées de o sont du 
même ordre, r, (P’, . . ,y) sera une fonction homogène de u, 

iv, .y. Cela posé, en suivant le principe que j'ai indiqué dans les 
Mémoires ci-dessus mentionnés, 011 pourra intégrer l’équation 
de manière que les fonctions arbitraires introduites par l’intégration 

soient les valeurs de 9, cocrespondant à l = l), et l’on 

arrive en particulier aux conclusions suivanles. 

Concevons, pour fixer les idées, que les variables indépendantes se 
réduisent à quatre, x, y, z, t. Soit/z f ordre de l’équation (2) réduite 
à la forme 

(3) F(D.,, Dy, D„ DD9 = ü. 

Représentons par 

? — b ( ^ O , — b ( , J ) , • • • ) 

d'‘- ' O _ . 


les valeurs de ©, •••? correspondant à t — o. L’intégrale 



gnnénilü clü l’équation (3) sera 




0 


^ F(^/, P, w, s) - v(^u, c, v^•, 

(", f’, 'V, s) 




X 


l- üiuyj siuGT drn dl dp dq 
cos- O ^cos- è 


le signe lïl du ealcul des résidus étant relatil' à la variable s qui, en 
vertu de la formule 

(■i) F(f/, vv, .ç) — O 


devient fonction de u, e, w, et les valeurs de u, e, u’, o, A, y., v, étant 
déterminées par les formules 

(6) //. — COSOT, e = siuOTcosT, — sijirrr siiir, 

(7) cosô = u coszrr h- p slii/; co^fj H- w slii/; siu( 7 , 

. , si sf. . 

A ~ M H :: cos/;, u. — r H ^ sin/; coso, 

COSO ^ COSO ^ 

si 

y ^ H sni/y sia r/ 

COSO ^ ^ 



Ajoutons T", qu’après avoir développé la fonction 


(9) 


F(a, r, O-, s) — F^a, c, iv, 

_ F-, 

\h. 


/y., v) \ 

û. ; 


suivant les puissances ascendantes de f(A, [a, v), on devra remplacer 
dans le développement les exposants de f(A, [x, v) par des indices, en 
écrivant, par exemple, 

y) 

D"‘ 

au lieu de 

v) y_ . 

2“ que, T désignant une fonction quelconque de i, on devra, dans le 


/^/j’ 




secund mcmbru do I équation (4)j considérer les notations 


J)/r, 


T 

D/ 


T_ 

Df^ 


JL 

Dr 


coninie propres à représenter les quantités 


r/T 

7/f' 


f T dt^ I f T dt-, 

t/ (J t/() 


■f 


T dl"- -. 


Si, pour plus de simplicité, on suppose que les fonctions z), 

f\{x,y,z) -^) s’évanouissent toutes à l’exception de 

la premièri'. ; la valmir de o, fournie par l’équation (6) deviendra 




^yf 

17 


it ^ i) 


lÔTÏ- 

^ t’, .v) — !’(//, t', ^v, o) 


X 


y <'/!'(//, r. .v) 
ds 

/- biii /f biu TH dw ^/t, dj) d<f 

7V7=^^ ’ 

cos- O ^cos- O 


le signe indiquant une somme de termes semblables les uns aux 
autres et relatifs aux diverses valeurs de que fournit l’équation (5). 
Dans le cas particulier où l’on suppose 

(i i) vv, s) —.S-— a-{/d-+- e- -+- n'-)i 


l’équation (3) devient 


(ir 




d - O dr 

dy- dz- 


et la formule (lo) peut être réduite à 
( 1 3 ) o=. J ^ bhi/; f„ ( /, p., V ) dp aq 

tL; / / ^ sic/; /J., v)dpdq. 

1 '• Jÿ J U 

les valeurs de A, [x, v étant 

/ À zz: X + uL cosyj, 

(lé) l ;j.=y ■+■ a/ ship coàq, 

\ V =z Z al sui/j 


Conccivons maintenant que l’équation (8) se rapporte à une question 
de physique mathématique, dans laquelle t représente le temps, ùtæ, 
y, Z des coordonnées rectilignes. Supposons d’ailleurs que les valeurs 

initiales de o, c’est-à-dire les fonctions fQ(^x,y,z\ 

J\(^x,y,z), . . . . fn_<^(^x, y, z) soient sensiblement nulles pour tons 
h^s points situés à une distance sensible de l’origine des coordojinées. 
Au bout du temps /, les valeurs de /o(A, p-, v), y'i(A, p., v), .... 
/,_i(a, p., v), ne cesseront d’étre nulh's pour que des valeui's de a, 
p., V,, très peu dilférentes de celles qui véi'illeiit bis conditions 

À rr: O , jj. = O, 'J = O 

! .s7 

.r H- COS/) ~ O, 

eus O 

sf 

y _| SlU/> SlIU/ = (». 

COS O ■' ' 

.S7 

3 -I- ^ sm /> sui 7 — O, 

cos O 

D’ailleurs on tii'e des fo nu ul es (i5) 

./■ J' r. .s7 u.r -I- c)' -I ■ 

cosyj sin/jcosr/ cos/^siiu/ cuso cj.>sd 

et par conséquent 

(i6) -t- rj' H- \vr. -t- si = o. 

Donc au bout du temps t la variable n’aura de valeur sensible que 
dans les points de l’espace qui appartiendront à l’un des plans que 
peut représenter l’équation (lO), lorsqu’on y regarde u, e, w comme 
des paramètres variables. Or ces points sont tous situés en dehors de 
la surface oiveloppe, que touche dans ses diverses positions le plan 
mobile représenté par l’équation (id). Cela j)osé, soit 

y, s, l) = o 


OU 

(i5) 


(•7) 



instant, n'était sensible que tout près de Torigine, ne sera sensible au 
bout du temps t, que dans le voisinage de la surface à laquelle appar- 
tiendra l’équation (17), de sorte qu’à cette époque il cessera de se pro- 
duire en-deçà de la surface. Donc la propagation de ce pliénomène 
dans l’espace donnera naissance à une onde sonore ou lumineuse qui 
ne laissera pas de traces de son passage, et dont la surface sera préci- 
sément celle que représente la formule (17). Ajoutons que, j)our 
obtenir cette formule, il suffira d’éliminer les paramètres variables a, 
(P, entre l’équation (16) et ses dérivées relatives à //, r, w, ou, c(' 

qui revient au même, d’éliminer les rapports y -^5 entre les trois 


équations. 


./.• r/,v 

/ f//r 


)■ _ r/s 

/ c/c 


attendu que .v, u, c, w sont, en vertu de la formule ( 5 ), quatini fonctions 
homogènes de a, c, m, la première du premier degré, les trois dernières 
d’un degré nul. Donc .}% Ô fonction des seuls rapports 

/ ’ 7’ 7' temps, venant à croître, la surface de l’onde restera 

semblable à elle-même, et la vitesse de l’onde, suivant une droite 
quelconque menée par l’origine, c’est-à-dire la vitesse avec laquelle un 
point de la surface se déplacera sur cette droite, sera une quantité 
constante. 

Il est bon d’observer que la méthode par laquelle on établit l’équa- 
tion (4) s’applique au cas même où l’équation (2) acquerrait un second 
membre équivalant à une fonction donnée de j, -s, /, et se présen- 
terait sous la forme 

F(D.., D.,, 1)„ D,)cp=:/(.r,y, 0- 

Si l’équation ( 3 ) devient 

d-o . d-o ,.d-o r^d-o , d-o d-o d-o 

— H- 2 D -1- 2D -y— y- -|- 2 'j- , 

dl- dcü- dy- dz- dzdx du: dy 


(‘ 9 ) 



A, B, C, D, E, F désignant des coefficients constants, la formule (lo) 
pourra être réduite à 


(20) '■!) — 


I d 

4 TT di 


l\Tl 


' 0 ü 

» 'ITI 


P I ds ds ds \ t siii p dp dq 

I» I -h ^ -7— y t -T"> ^ i —, — ^ — 

' du dv dw 


ds 


ds 


fl ( ^ — 1 “ L 5 y -t- i G H“ L 


S s" 


ds \ l sia/? dp dq 


(h 


cAvy S.v- 


Ics valeurs de s, S étant déterminées par les formules 

(21) s-= Au- -i- ]\ V- H- C U’- H- 2 D eu» 4- 2 E + 2 F 

c _ (ABC - AD- — BE-^ - CF-^ h- 2 DEF)^ 

( 22 ; 0 5- — J j 

U — X ^^fXi.X l" 
l\(/uj vé>y \dw J J 


et les valeurs de u, ç, 02 par les formules 


(23) 


A U —1— F e — |— E a’ F u H— Bc h— D^v \ijU —\— Dp —1— C 

cosp sinp cosq siiiTÜsinr/ ’ 

U- -I- P- H- U’- = I . 


Alors aussi la surface de fonde pourra être facilement déterminée par 
la méthode suivante. 

On construira d’abord fellipsoïdc dont les coordonnées •/], C 
vérifient, au bout du temps t, féquation 

(24) A4--1- Br/-+ CÇ‘--H 2Dr/Ç 4- 2EÇ.; -|- 2 F'i;n = P, 

puis on déterminera les coordonnées x, y, z en fonction des coordon- 
nées £, ■/], 'C, à l’aide des formules 

( 2 5 ) A':^ -l- F '(] E Ç — .2?, F t By/ h- D Ç =: y ^ ]1j;^ H- D'O -I- G Ç 

(bila posé, ré([nation (ad) pourra s’écrire comme il suit, 

(26) .xl-y-yf]-Pz'C,=zL-. 

Or, si, dans cette dernière équation on substitue aux coordonnées 
Yj, 'C, leurs vafiiurs (m x, y, tirées des formules (a5), l’équation ((ue 


l’on obtiendra, savoir, 


^ (15G - (GA - E2)j-^-h (Ali — F’^ 

I + 2 (EF — AD)j^ + 2 (FD — liE);s^- h- 2 (DE — GF)^j 


ABG - AD-— BE-^- GF--^+ 2 DEF 


= Z-, 


représentera un second ellipsoïde dont la surface sera celle de Tonde 
clK'rcliée. Si Ton nomme p, r, les rayons vecteurs menés de Torigine à 
doux points correspondants (^, ■/), 'C) et (^x, y, z) des deux ellipsoïdes, 
(;L c Tangb' compris enti'C c('s rayons vecleurs, la formule (vX)) doniu'.ra 

(28) or rx't^o z=: i:-. 

Donc, au bout du temps L, le produit du premi('r rayon v('cteur, |jar 
la projection du second sur le premier, sera constammei]! égal à 

Dans un second article, je montrerai comment, étant donnée la 
surface de Tondes, on [mut retrouver Téquation aux dilférenees parti('ll(^s 
qui correspond à cette surface. Eu résolvant ce d.erni(‘r |)roblème, et 
considérant une onde lumineuse représenté!', par le syslèim^ d’uiu' 
spliôre et d’un ellipsoïde de révolution dont Taxe coïncidai av(',c b', 
diamètre de la splièri', on se trouv(', ramené à une é([uation (|U(' j’ai 
déjà considérée dans un antre Mémoire, et qui est r(‘nlermée, comnu' 
cas particulier, dans les formules propres à détcu’miner les vibrations 
de molécules qui s’attirent ou se re])oussent à de très |)('(it('s distancc's. 
( Voyez le Bullelin d(^ février fEnq, p. 


SUR 


LA RÉFRACTION ET LA RÉFLEXION 
DE LA LUMIÈRE. 


Bulllùlin de Fénmsitc, Tome XIV, p. Ü-io; i83<). 


Coiicovoiis doux milieux élastiques séparés par le plan des et dans 
ITin desquels se propagent des ondes élémentaires dont les plans soient 
parallèles à Taxe des z. L'existence de ces ondes que nous nommerons 
incidentes entraînera la coexistemee i" d’un deuxième système d’ondes 
propagées dans le premier milieu, et que l’on nomme rélléchies; 

d’un troisième système d’ondes propagées dans le deuxième milieu 
et que l’on nomme rétractées. Car en faisant abstraction de ces ondes 
rétléchics et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions qu(' 
nous allons indiquer ('.t qui sont relatives à la surface de séparation. 

Soient •/], ^ les déplacements de la molécule qui coïncide au bout 
du temps t avec le .point (a;, j, z), ces déplacements étant mesurés 
parallèlement aux axes et.y la vitesse de propagation, dans le premier 
milieu, d’une onde incidente comprise dans un plan parallèle à celui 
qui a pour équation 

X cos -f- J siu A O . 

Les valeurs de E, Tj, pour un point renfermé dans cette onde inci- 
dente, seront de la forme 

l I = s i 11 Aep ( .r cos A -i- J ' s i U A — .sV. ) , 
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les déplacements des molécules étant supposés parallèles au plan de 

Tonde. Par suite les vitesses que les pressions A, B, 

C, D, E, F, seront des fonctions de la seule quantité variable 
a?cosÀH- jsin}v — s'i, et dans le voisinage de la surface de séparation 
des deux milieux, les valeurs de ces pressions ou de ces vitesses 
deviendront des fonctions de jsinX — si. Si Ton considère deux 
systèmes d’ondes simultanément propagées dans le premier milieu, et 
un système d’ondes propagées dans le second; si d’ailleurs on suppose 
que l’élasticité de chaque milieu reste la mémo en tons sens, les équa- 
tions (i) devront être remplacées, pour le premier milieu, par les 
formules 

/ ç = sin cosA -i-j' siiiA — si) H- sin cosAj -hy sinAi — si), 

(2) < rj — cosAcû (æ' cos a -h y siuA — .çz) — cos Ai Ai (.r cosAi -h j sin A] — si), 

{ Z — <I>(a?cüsA H- jsinA — si) -h X(.' 2 : cosAi -+- j' sin Ai — si), 

et pour le second milieu, par les formules 

/ I — sin A'îeT(.r cos A'-h J» sinA —s'i), 

(3) < cosA'üt(^ cosA' -I- j'sinÂ' — s'i), 

( Ç = TI(.r cosAv'h- J sinA' — s'i) 


ou, ce qui revient au meme, par les suivantes : 


( 4 ) 


£ — sinA'qj' 
■n = — cüsA'^F 


(æ ros?/-h y sinA' — s' i) 
—, (.r cüs A' H- J' s in 1' — s'i) 




(,/■ cosA'h- j'.sin a/ — s' i) 


Cela posé les valeurs de 


(5) 


(Il chi (l'Ç 


cli di di 


~r,-> K E, D, E, 


correspondant à des points très voisins du plan des deviendront, 
pour le premier milieu, fojictions des seules quantités 

y sin A — 67, y sin Ai — si ; 


(S) 



Or pour obtenir les conditions relatives à la surface de séparation, il 
suffit d'écrire que les valeurs dont il s'agit, ou du moins quelques-unes 
d’entre elles, restent les memes dans le passage d’un milieu à l'autre, 
et dès lors ces conditions ne peuvent être remplies à moins qu'on 
n'ait 


y siii — st = y sin A, — si = y s'uiV — 5Z, 


quelles que soient et t; et par suite 

S 

(S) siii^i :rr siiiXi — sin À'. 


Or, en observant que pour s' = s, on devrait avoir non seulement 
sin a'zzz sinX, mais encore cosX'= cos A, on tirera de la formule (8) 

( 9 ) sillAi sin A, COsA,n= — CÜS?., 


1 



Donc l’angle d’incidence est égal à l’angle de réllcxion, tandis que les 
sinus des angles d’ii\cidcnce et de réfraction sont entre eux comme les 
vitessse de propagation de la lumière dans les deux milieux. De plus, 
on reconnaîtra sans peine que, dans le cas où la lumière incidente est 
polarisée perpendiculairement à l’axe des s, les valeurs de la vitesse 

~ et de la pression A relatives à la surface de séparation doivent être 

les memes pour les deux milieux, et l'on obtiendra ainsi des formules 
qui s'accordent avec la loi de M. Brewster sur l’angle de polarisation 
complète, si l’on suppose que la densité de l’éther reste la meme dans 
les doux milieux. Cett(‘. liypo thèse étant admise, les fonctions y^{oc), 
se trouveront liées à la fonction par les formules 

y' {. t) siiia}; — sins)/ sinA 2sin2A 

sin^A H - {-^0 sin A' sin 2 A H- siii 2 A' 

OKuvres de G. — S. TT, !.. TT. 
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Enfin, comme clans le cas où la lumière se trouverait polarisée paral- 
lèlement à faxe des .s, ce seraient évidemment les composantes D, E 
de la pression totale ^/C- H- D- -|- E^ supportée près ch; la surface de 
séparation par un plan perpendiculaire à l’axe des z, cjui devraient 
conserver les memes valeurs pour les deux milieux élasticj[ues, il en 
résulte cjue les fonctions seront liées à la fonction 

par les formules 

sin(À' — /.) siiiA siir^A 


La première des formules ( 1 1 ) et la première, des formules ( 12 ) coïn- 
cident avec celles c|ue Fresnel a données clans le n" 17 des Annales de 
physique et de chimie. Les formules (i i) et ( 12 ) doivent être réunies, 
lorscjue le lumière incidente ifcst polarisée ni parallèlement à l’axe 
dos Z, ni perpendiculairement à cet axe. Ces formules montrent c|ue 
la lumière réflécliie est polarisée tout entière dans le plan de réllcxion, 
c{iiancl le rayon rélléchi est perpendiculaire au rayon réfracté, et 
s’accordent avec toutes les observations des physiciens sur la réllcxion 
ou la réfraction de la lumière. Il suit des mêmes formules (|ue les 
carrés des vitesses des molécules lumineuses clans les ondes incidentes, 
réfléchie et réfractée, sont proportionnels aux trois (juantités i, 0, 0', 
ces quantités i, 0, 0' étant déterminées, i" quand la lumière incidenti; 
est polarisée perpendiculairement à Faxe chîs par les équations 

\ sm 9, / -t- siii A y \snt/y \ sin + sin ;), A y 

'jA quand la lumière est polarisée parallèlement à l’axe des . 3 , |)ar les 
deux suivantes : 


(>i) 


0 =r 


sin(// — À) V-^ 

siii ( // -1— A ) y 


sliiAY-/ siiiaÀ Y 
siuÀ'y \siii(/'-t- /jy 


Si l’on nomme 0" ce que devient 0' quand on change entre eux les 
angles À, a', on tirera des formules (i3) ou des formules (i4) 



D’ailleurs, si le deuxième milieu est terminé par deux faces parallèles, 
dont Tune coïncide avec le plan des ys, et si l’on représente par i 
l’intensité de la lumière incidente, 0 sera l’intensité de la lumière 
réfléchie par la première surface, tandis qiu? les quantités de lumière 
qui s’échapperont du deuxième milieu après deux réfractions, dont la 
seconde pourra s’opérer à la suite d’une ou de plusieurs réflexions 
consécutives, seront respectivement exprimées par h^s produits 
00' 0", 0^0' 0", (Uc., dont la somm(‘, en vertu de la formule (i5), sera 

(i!3) 0'0'"(n- 0 H- 02-h. . . ) = {r — 0p (H- é> H- 0-. . • ) = ' - 0- 

En ajoutant à cett(i (h'rnièiM' expression la quantité de lumière rélléeliii' 
par la première surface, ou obtiendra pour somme runité. Donc la 
lumière |)olarisée perpendiculairement ou parallèlement à l’axe d(‘s jj, 
n’éprouvera aucune diminution résultant de son passage à travers le 
second milieu. Cette proposition se trouver d’accord avec l’expérience, 
et s’épuid évidemment au cas où les vitesses initiales des molécules ont 
des directions quelconques, attendu que dans c(^ dernier cas, la vitesst' 
d’une molécule a pour carré la somme des carrés dt‘ ses d('nx compo- 
sanles, pai'allèle et perpendiculaire à l’axe des 


Note sur la dispei'sion de La lumière. 


Supposotis qu’une onde lumineuse comprise dans un plan |)arallèl(' 
au plan des zx se propage dans un milieu élastique; adnu'ttons de ])lus 
qu’on prenne pour axe des x une droite parallèle aux déplacements 
des molécules, en sorte qu’on aitTj = o, C=o; d’ailleurs ^ ne sera 
fonction que dey et f, en conséquence, si l’on pousse l’approximation 
jusqu’aux dérivées du quatrième ordre, on obtiendra pour détermiiuir 
E l’équation différentielle 


(0 


d'i 

dl- 


=: H 


dy- 


+ R 


, d:^'i 
dy- 


5 


à laquelle on satisfait en prenant, par exemple., 

(■.i) ■£ = Ksiii[/.-(j H- £> 01 , 



Si Ton désigne par l la longueur d’une ondulation, c’est-à-dire la 
distance, mesurée suivantl’axe des j, de deux molécules pour lesquelles 

cï" 

au môme instant t, ç et sont les memes, on aura 


De meme en désignant par T le temps d’une oscillation, c’est-à-dire le 
temps nécessaire pour que les valeurs de ^ et ~ correspondant à une 
même molécule deviennent les mômes ; T sera déterminé par l’équation 


c’est de cette valeur T que dépend la nature d’une couleur. 

Les formules (3) et (5) renferment toute la théorie de la dispersion. 
Ajoutons que de ces formules, jointes à celles de la réfraction et de la 
réflexion, on conclut immédiatement que, dans la réfraction ou la 
réflexion la couleur reste ce qu’elle était d’abord, le coefficient de i ne 
changeant point. Au reste, on peut encore intégrer généralement les 
équations que j’ai données dans les Exercices de mathématiques pour 
représenter le mouvement d’un système de molécules sollicitées par 
des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, savoir : 


la valeur de £ étant 


£ = - (cos a A‘£ H- eus O A-q H- cosv A'C). 
r ' I - / 

On arrive ainsi d’une manière plus générale et plus simple à la polari- 
sation et à la dispersion de la lumière. C’est ce que j’ai montré, au 
Collège de France, dans mes leçons des 19 et 22 juin i 83 o, et ce que 
j’expliquerai plus en detail dans un nouvel article. 



SI R 


IA MÉCANIQUE CÉLESl'E 
ET SUR 

UN NOUVEAU CALCUL 
QUI S’APPLIQUE A UN GRAND NOMBRE 
DE QUESTIONS DIVERSES (^). 


BuLlclin (le Férussac, Tomo XV, p. 2()0-2G9; uSSi. 


Avant d’indiquer d’une manière plus précise Lui) jet des reclierclies 
que j’ai l’honneur de présenter à l’Académie, il ne sera pas inutile de 
dire à quelle occasion elles ont été entreprises. 

Les méthodes que les géomètres ont employées pour déduire du 
principe de la gravitation les mouvements des corps célestes, laissaient 
encore beaucoup à désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur 
convenable. Ainsi, en particulier, on ne trouve nulle part, dans la 
Mécanique céleste de Laplace, une démonstration suffisante de la Ibr- 
mule de Lagrange, qui sert pourtant de base à la plupart des théories 
exposées dans cet Ouvrage. D’ailleurs, pour déterminer à l’aide de cos 
méthodes les coefficients numéri([ues relatifs à telle ou telle perturba- 
tion des mouvements planétaires, les astronomes étaient quelquefois 
obligés d’cntrepreiulre des calculs qui exigeaient plusieurs années de 


(' j Lu à l’Académie de 'ruriu le u octobre i83i. 
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travail. Un des membres les plus distingués de cette Académie, 
M. Plana, m’ayant parlé dernièrement encore du temps que consumaient 
de pareils calculs, je lui dis que j’étais persuadé qu’il serait possible de 
les abréger, et meme de déterminer immédiatement le coefficient 
numérique correspondant à une inégalité donnée. Elïectivement, au 
bout de quelques jours, je lui rapportai des formules à l’aide desquelles 
on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j’avais déjà fait 
l’application à la détermination de certains nombres qu’il est utile de 
considérer dans la théorie de Saturiui et de .lupiter. Quelques jours 
après, en s’appuyant sur des résultats qu’il avait obtenus dans un de 
ses Mémoires, M. Plana m’a dit avoir retrouvé ou les mômes formules, 
ou des formules du môme genre. Au reste, pour établir les formules 
dont il s’agi(, et d’autres formules analogues que renferme le Mémoire 
ci-joint, il suffit d’appliquer au développement de la fonction, désignée 
par R, dans la Mécanique céleste, des théorèmes bien connus, tels que 
le théorème de Taylor et le théorème de Lagrange, sur le développe- 
ment des fonctions des racines des équations algébriques ou transcen- 
dantes. Mais on a besoin de recourir à d’autres principes et à de nou- 
velles méthodes pour arriver à des résultats plus importants dont je 
vais maintenant donner une idée. 

En joignant à la série de Stirling ou de Maclaurin le reste qui la 
complète, et présentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a 
donnée ou sous d’autres formes de meme genre, on peut s’assurer, 
dans un grand nombre de cas, qu’une Ibnction /(a?), de la variable x, 
est développable pour certaines valeurs de x en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable et déter- 
miner la limite supérieure des modules (i) des valeurs réelles ou ima- 
ginaires de X, pour lesquels le développement subsiste. Ajoutons que, 
pour développer une fonction explicite de plusieurs variables x, j, 
J, .. . suivant les puissances ascendantes de x, y, z, .... c’est-à-dire 

(1) Le module d’une valeur iinaginairo do x est la racine carrée positive do la somme 

! I. I .1... j : -1.. .! i . / T 


1 ÜO 8 Li H I. A 1 1^: C A N l Q U E G É I. E S T I-: 

Gii une série convergente dont le terme général soit une fonction 
entière et homogène de x,y, z, . . . , il suffit de remplacer la fonction 
proposée z, . . .) par /{ax, ay, az, . . .), puis de développer 

/(a^, ccy, az, . . .) suivant les puissances ascendantes de a, et de 
poser ensuite a = i. Par conséquent la théorie du développement des 
fonctions explicites de plusieurs variables se ramène immédiatement à 
la théorie du développement des fonctions explicites dhine seule 
variable. Mais il importe d’observer que l’application des règles, à l’aide 
desquelles on peut décider si la série de Stirling est convergente ou 
divergente, devient souvent très dilïicile, attendu que, dans cette 
série, le terme général ou proportionnel à x" renferme la dérivée de 
l’ordre n de la fonction f{x) ou du moins sa valeur correspondante à 
une valeur nulle de x, et que, hormis certains cas particuliers, la 
dérivée de l’ordre n d’une fonction donnée prend une forme de plus 
en plus compliquée, à mesure que n augmente. 

Quant aux fonctions implicites, on a présenté, pour leurs dévelop- 
pements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la 
méthode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on 
a prétendu donner de ces formules sont généralement insuffisantes : 
i" parce qu’on n’a point examiné si les séries sont convergentes ou 
divergentes, et qu’en conséquence on ne peut dire le plus souvent dans 
quels cas les formules doivent être admises ou rejetées; 2" parce qu’on 
ne s’est point attaché à démontrer que les développements obtenus 
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver 
qu’une série convergente provienne du développement d’une fonction, 
sans que la somme de la série soit équivalente à la fonction elle-meme. 
Il est vrai que l’établissement des règles générales propres à détermi- 
ner dans quels cas les développements des fonctions implicites sont 
convergents, et représentent ces memes fonctions, paraissait offrir de 
grandes difficultés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire 
de M. Laplace sur la convergence ou la divergence de la série que 
fournit, dans le mouvement elliptique d’une planète, le développement 



Je pense donc que les géomètres et les astronomes attaclieront quelque 
prix à mon travail, quand ils apprendront que je suis parvenu à éta- 
blir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites, 
des principes généraux, et d’une application facile, à l’aide desquels 
on peut non seulement démontrer avec rigueur les formules, et indi- 
quer les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des 
erreurs que l’on commet en négligeant les restes qui doivent compléter 
les séries. Parmi ces règles, celles qui se rapportent à la fixation des 
limites des erreurs commises, présentent dans leur ensemble un nou- 
veau calcul que je désignerai sous le nom de Calcul des limites . Je me 
contenterai d’indiquer ici en peu de mots, quelques-unes des proposi- 
tions fondamentales sur lesquelles repose le calcul dont il s’agit. 

Soit /(se) une fonction de la variable sv. Si l’on attribue à cette 
variable une valeur imaginaire dont le module soitX, le rapport ded; 
àX sera une exponentielle de la forme p désignant un certain 

arc réel que l’on pourra supposer compris entre les limites — rt, + r.; 
et le module de f(d) dépendra tout à la fois du module X et de l’arc/». 
Or, parmi les valeurs que prendra le module f(x) quand on fera 
varier jo, il y en aura généralement une qui sera supérieure à toutes les 
autres. 

C’est cette valeur maximum du module de f{x) que je consi- 
dère spécialement dans le calcul des limites. Je la désigne par la lettre 
caractéristique A placée devant la fonction f(x), et je prouve : i" que 
la fonction f(x) est développable par le théorème de Stirling en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes deir, 
lorsque, le module de a:-- étant égal ou inférieur àX, la fonction f(x) 
reste Unie et continue pour le module X ou pour un module plus petit 
de la variable réelle ou imaginaire x ; 2“ qu’alors, dans le dévelop- 
pement de f(x) suivant les puissances ascendantes de x, le coelïi- 
cient de x'^ offre un module inférieur au quotient qu’on obtient en 
divisant par X", le module de f(x). Cela posé, si l’on attribue 

à X une valeur imaginaire dont le module soit désigné par E, le module 
du terme général, dans le développement de /(x), sera inférieur au 
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produit de par la puissance du rapport D’ailleurs, lors- 

que la fonction f(^x) est développable en une série convergente ordon- 
née suivant les puissances ascendantes de x, le reste qui complète 
cette série, prolongée jusqu’au terme, équivaut à la somme des 
termes dans lesquels l’exposant de x est égal ou supérieur àn. Donc 
le module de ce reste, s’il est imaginaire, ou sa valeur numérique, s’il 
est réel, ne surpassera pas la somme des termes correspondants à ceux 
que nous venons d’indiquer dans la progression géométrique ci-dessus 
mentionnée, c’est-à-dire le reste qui complète cette progression. 
Ainsi, la détermination d’une limite supérieuia; an reste, qui complète 
la série propre à représenter le développement d’une fonction quel- 
conque, se trouve ramenée à la détermination des restes des progres- 
sions géométriques, c’est-à-dire à une question résolue depuis long- 
temps en anal3^se. On sait eu effet que, dans la progression géoméirique, 

qui a pour premier terme l’unité, et poui* raison la somme des 
termes dans lesquels ^ porte un exposant égal ou supérieui* à ji, équi- 
vaut au quotient du terme par la différence i — Lorsque le 

premier terme devient Xf(^x), il faut multiplier par ce premier terme 
le quotient dont il s’agit. 

Il est important d’observer que, d’après ce qu’on vient de dire, les 
limites supérieures aux modules du terme général de la série de 
Stirling et du reste qui complète cette série sont des fonctions du 
module X, qui représentent les maxima relatifs à p des modules de 
certaines fonctions de la variable imaginaire x — . D’ailleurs le 

module X doit surpasser le module ç, et être déterminé de manière 
que la fonction f{cü) reste finie et continue pour le module Xou pour 
un module plus petit de la variable x. Or, parmi les valeurs de X qui 
remplissent ces deux conditions, on devra évidemment choisir de pré- 
férence celles qui rendront les limites supérieures dont il s’agit, les 
plus petites possible, et alors ces limites, considérées comme valeurs 



la fois des maxima relativement à Taiigley?, et desmmmza relativement 
au module X, ou, ce que nous avons nommé dans un autre Mémoire, 
les modules principaux de ces mêmes fonctions. 

Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites 
supérieures aux modules des termes généraux ou des restes des séries, 
il n'est point nécessaire de déterminer exactement les modules princi- 
paux dont il est ici question ; et l'on peutse contenter de chercher des 
nombres supérieurs à ces modules. 

11 est facile d’étendre les principes que nous venons d’indiquer aux 
fonctions de plusieurs variables. Soit en effet j\x, y, z, . . ,) une fonc- 
tion donnée des variables x, y, z, .... Si l’on attribue à ces variables 
des valeurs imaginaires x, y, z, ... dont les modules soient respecti- 
vement X, Y, Z, ... le module de J\x, y, z, . . . ) dépendra tout à la 

fois des modules X, Y, Z, ... et des rapports imaginaires y’ 

Or 011 peut choisir ces rapports, ou plutôt les arcs de cercle qui s’v 
trouvent renfermés, de manière que le module de /(.r, v, 5, ...) 
acquière la plus grande valeur possible, les nombres X, Y, Z restant 
les mêmes. C’est cette plus grande valeur ou cette valeur maximum 
que je désigne par la caractéristique A, placée devant la fonction f{x, 
Y', 5, . . . ), et je prouve ; 1" que la fonction j\oc, 7, -, . • A est dévelop- 
pable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de x,y, Z, . . ., quand les modules des variables x,y, z étant 
égaux ou inférieurs à X, Y, Z, ... la fonction j\x, y, z, . . .) reste 
finie et continue pour les modules X, Y, Z, ... ou pour des modules 
plus petits de ces mêmes variables; 2“ qu’alors, dans le développement 
de f(x,y, z, . . .) suivant les puissances ascendantes de x,y, z, . . . 
le coefficient de x'',y''', z"-" . . . offre un module inférieur au quotient 
qu’on obtient en divisant par X" Y"' Z"" ... le module maximum de 
J{x, y, 5, . . . ). Cela posé, si l’on attribue à x, y, z. . . . des valeurs 
réelles ou imaginaires dont les modules Tj, 'C, ... soient plus petits 

que X, Y, Z les divers termes du développement de la fonction 

/(x, y, z, . . .) offriront des modules respectivement inférieurs aux 



termes correspondants d'une fonction de -r], ... qu'on obtiendra 

en multipliant le module maximum de /(a-, j, 5, . . . ) par les sommes 
des progressions géométriques qui ont pour premiers termes l’unité 

et pour raisons les rapports ^5 y’ — Donc, si l’on néglige, dans le 

développement de la première fonction f{x, y, ...) certains termes, 
par exemple, ceux dans lesquels l'exposant de est égal ou supérieur 
à n, l’exposant de y égal ou supérieur à n', l’exposant de égal ou 
supérieur à n", etc., l’erreur (^) commise sera plus petite que la somme 
des termes correspondants de la seconde fonction, et par conséquent 
inférieure au produit de XJ{œ,y', z, . . .) par les restes des progres- 
sions géométriques ci-dessus mentionnées. 

Observons encore, qu’après avoir déterminé en l'onction de X, Y, Z 
une limite supérieure au reste de la série qui représente le développe- 
ment de f\œ,r, z, . . . ) suivant les puissances ascendantes de x, y, 
Z, . . . , on devra choisir X, Y, Z, . . . de manière à rendre cette limite 
la plus petite possible. 

Si l’on voulait obtenir une limite supérieure à la somme des modules 
des termes qui, dans le développement de J\x,y, z, . . offrent un 
degré égal ou supérieur à 71, c’est-à-dire des termes dans lesquels les 
exposants de x, y, z. . . . olfrent une somme égale ou supérieure à 71, 
il suffirait de clierclicr une limite supérieure au reste de la série qui 
représente le développement de f(ccx, uy, ocz, . . .) suivant les puis- 
sances ascendantes de a, et de poser dans cette limite a = i . 

Les principes que nous venons d'établir, s’appliquent très facilement 
aux séries qui représentent les développements des fonctions explicites 
d’une ou de plusieurs variables, et fournissent pour ces séries, non 
seulement des règles générales de convergence, mais encore des limites 
supérieures aux modules des termes généraux, et aux erreurs que l’on 
commet, quand on calcule seulement un certain nombre de termes en 


(‘) Lorsque les termes négligés sont réels, l’erreur eoramise a pour mesure la valeur 
numérique de leur somme. Lorsqu’ils deviennent imaginaires, le module de cette môme 
somme peut servir à mesurer l’erreur dont il s’agit. 
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négligeant tous les autres. Pour étendre l'application des mômes prin- 
cipes aux séries qui représentent les développements d'une ou de plu- 
sieurs fonctions implicites, déterminées par une ou plusieurs équations 
algébriques ou transcendantes, il suffit d'observer qu’en vertu de la 
formule de Lagrange et des formules analogues qui se déduisent du 
calcul des résidus, les coefïicients des termes généraux, dans ces 
mêmes séries, peuvent être, comme dans les séries de Taylor et de 
Stirling, exprimés au moyen des dérivées des divers ordres de certaines 
fonctions, et qu'en conséquence, la détermination de limites supé- 
rieures aux modules des termes généraux, et aux restes des séries, 
peut être réduite à la détermination des modules mcixima de ces 
mêmes fonctions. On pourra donc établir, pour les séries proposées, 
des règles de convergence et trouver des limites supérieures aux restes 
des séries, ou plutôt <à leurs modules. La seule question qui restera 
indécise, sera de savoir si les séries, supposées convergentes, ont effec- 
tivement pour sommes les fonctions implicites dont le développement 
les a produites. Or, on peut s'appuyer, pour résoudre cette question, 
sur des propositions générales, semblables à celles que je vais énoncer. 

Théorème I. — Supposons qu'une fonction implicite u de la variable x, 
soit déterminée par une équation algébrique ou transcendante, qu'elle se 
réduise à u pour une valeur nulle de x, et que l'on ait développé cette 
fonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de X par la formule de Stirling, de Lagrajige, etc., ou ce qui revient au 
même, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme de cette 
série représentera la fonction u, si la valeur de x est tellement choisie 
que, la série étant convergente , la fonction explicite de x et u, qui consti- 
tue le premier membre de l'équation donnée, soit elle-même développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
la variable x et de la différence u — 

Théorème II. — Supposons que plusiew's fonctions implicites u, v, 
iv. ... de nlusieurs variables x. r, z. . . . soient déterminées nar une ou 


üusieurs équations algébriques ou transcendantes, qiû elles se réduisent à 
'oj <^o; • • • pour des valeurs nulles de x, y, , et qu^on ait déve- 

oppé ces fondions implicites en séries ordonnées suivant les puissances 
iscendantes de x, y, z, ... par les formules de Stirling, de Lagrange, 
te., ou, ce qui revient au même, par la méthode des coefficients indéter- 
ninés. Les sommes de ces séries représenteront les valeurs du u, v, iv, . . . , 
i les valeurs de x, y, z, ... sont tellement choisies que, les séries étant 
onvergentes , les fonctions explicites de x, y, z, . . . , u, v, vv, ... qui 
onstituent les premiers membres des équations données, soient elles- 
nêmes développables en séries convergentes, ordonnées suivant les puis- 
ances ascendantes des variables x, y, z, ... et des différences u — w,,; 

' — W — (Po, • • • • 

Poui' démontrer ces propositions, il sulïit évidemment d'observer 
[ue, si les conditions énoncées sont remplies, les premiers membres 
[es équations données, après les substitutions des valeurs générales de 
! — Uq, V — Vo, — Wn, •••> seront encore des séries convergentes 
irdonnées suivant les puissances ascendantes de x, y, z, . . . , et que, 
[ans ces séries convergentes, le coeflTicient de chaque terme sera 
dentiquemeiit nul. 

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s'appuyant 
ur des formules générales que fournit le calcul des résidus, on peut 
itablir directement des règles dignes de remarque sur la convergence 
les séries qui représentent les développements des fonctions impli- 
ites, et sur la fixation des limites supérieures aux modules des restes 
[ui complètent les séries. 

Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore être lacile- 
nent étendues au cas où les fonctions implicites seraient déterminées 
)ar des équations aux différences finies ou infiniment petites ou aux 
liffércnccs partielles, ou aux différences mêlées. Ainsi, en particùlicr, 
m pourra énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — Soient données plusieims équations différentielles 


simultanées entre la variable x, des fonctions inconnues y, Zy ... de 
cette variable et leurs dérivées de divers ordres y' , z' , . . . , y” , z” , .... 
Supposons d'ailleurs que par la iiiéthode des coefficients indéterminés on 
ait développé y, z, . . . en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes de x. Les sommes de ces séries représenteront les 
valeurs générales de y, z, . . . , si la valeur de x est tellement choisie que, 
les séries dont il s'agit, et par suite, celles qui représenteront les dérivées 
de y, z, . . . , étant convergentes, les fonctions explicites de x, y, -, . • . , 
y' , z', ... qui constituent les premiers membres des équations données, 
soient elles-mêmes développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances ascendantes de x et des différences qu'on obtient en retran- 
chant des valeurs généi'ales de y, z, ..., y' z', ... îeuj's valeurs initiales 
correspondant à x = o. 

Je n’ai pu qu’iiicliquci* rapidement quelques-uns des principaux 
résultats contenus dans le Mémoire que j’ai l’honneur de présenter à 
l’Académie. Ce Mémoire renferme encore : i” une théorie de la varia- 
tion des constantes arbitraires C^), plus générale et, à quelques égards, 
plus simple que celles qui se trouvent exposées dans les Mémoires de 
MM. Lagrange, Laplace et Poisson; :i" des intégrales définies, propres 
à représenter, dans le développement connu de la fonction R, le coef- 
ficient du sinus ou du cosinus d’un angle donné; 3" des formules 
d’interpolation qui servent à déterminer une fonction entière de sina; 
et de cos a;, quand on connaît un nombre suffisant de valeurs particu- 
lières de cette même fonction; 4" plusieurs développements nouveaux 
de la fonction R, avec des formules propres non seulement à fournir 
les termes généraux de ces développements, mais encore cà déterminer 
les limites des erreurs commises quand on conserve seulement certains 


(') Dan.s un Mémoire présenté à rinslitut, M. Ostroi^u'adsky s’était aussi occupé de la 
variation des constantes arbitraires, et il avait appliqué, à ce que je crois, une formule 
de M. Fourier â la conversion des termes qui composent le développement de la fonction R 
en intégrales définies. Mais n’ayant qu’un souvenir confus de ce Mémoire, tout ce que je 
puis dire ici. C’est que dans le cas où quelques-unes de ces formules coïncideraient avec 
quelques-unes des miennes, je ne prétends en aucune manière, lui contester la priorité. 



termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je montre aussi dans 
quels cas l’un de ces développements doit être employé de préférence 
à l’autre. xA.insi, en particulier, si l’on demande les perturbations pro- 
duites dans le mouvement d’une planète par une autre planète située à 
très peu près la même distance du Soleil que la première, le dévelop- 
pement employé jusqu’ici par les astronomes devra être rejeté, et il 
faudra lui substituer un des autres développements ci-dessus men- 
tionnés. On devra donc recourir à ces nouveaux développements dans 
la théorie des petites planètes, quand on recherchera les inégalités 
qui dépendent de leurs attractions mutuelles. 

Au reste, si l’Académie attache quelque prix aux travaux dont je 
viens de l’entretenir, je pourrai, sous peu de temps, lui olfrir d’autres 
Mémoires dans lesquels je montrerai d’une part, comment on peut 
appliquer le calcul des résidus à la théorie du développement des 
fonctions implicites, et de l’autre, comment on peut s’assurer de la 
convergence des séries qui représentent les intégrales des équations 
différentielles linéaires ou non linéaires, et fixer les limites supérieures 
aux modules des restes qui complètent ces mêmes séries. 
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Dans le Mémoire que j’ai eu l’honneur de présenter le 11 octobre 
dernier à EAcadémie, j’ai posé les bases du nouveau calcul que je 
désigne sous le nom de calcul des limites; et après avoir montré com- 
ment on peut le faire servir à la détermination des limites des erreurs 
commises dans le développement des fonctions explicites, quand on 
arrête les séries après un certain nombre de termes, j’ai indiqué plu- 
sieurs théorèmes à l’aide desquels on pouvait étendre l’application du 
même calcul au développement des fonctions implicites. .T’ai ajouté 
que, sans recourir à ces théorèmes, on pouvait établir directement des 
règles dignes de remarque sur la convergence des séries qui représen- 
tent les développements des fonctions implicites, et sur la fixation 
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séries. L’exposition de ces règles, la recherche de ces limites, ainsi 
que la détermination du nombre et des valeurs des diverses racines 
d’une équation algébrique ou transcendante, ou _ simplement des 
racines qui remplissent des conditions données, forment la matière du 
nouveau Mémoire. Plusieurs des propositions qu’il renferme me parais- 
sent dignes, par leur importance et leur nouveauté, de fixer un 
moment l’attention des géomètres. Pour en donner une idée, je me 
contenterai d’en citer ici quelques-unes. 

Soient x une variable réelle et /(x) une fonction de cette variable 
qui devienne infinie pour x = a. Si l’on fait croître x, la fonction f(x) 
passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du positif au 
négatif ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité H- i, dans le 
premier cas, — i, dans le second, zéro, dans le troisième, est ce queje 
nomme V indice de la fonction, pour la valeur donnée «de la variable 
J’appelle indice intégral pris entre deux limites données x = Xü, 
x = X, la somme des indices correspondant aux valeurs de x qui ren- 
dent la fonction infinie entre ces limites ; et je désigne cet indice inté- 
gral par la lettre ./, suivie de doubles parenthèses, dont l’usage est le 
môme que dans le calcul des résidus, et accompagnée des limites 
X, que l’on écrit à la suite de la lettre /, comme on écrit à la suite de 
la lettre J les limites d’une intégrale définie. Cela posé, je fais voir 
i" que la détermination du nombre des racines réelles ou imaginaires 
des équations algébriques ou transcendantes se réduit à la détermi- 
nation des indices des fonctions ; 2" que la détermination de f indice 
d’une fraction rationnelle peut être ramenée à la recherche du plus 
grand commun diviseur algébrique entre les polynômes qui composent 
ses deux termes. Il y a plus. Soient. r, y deux variables réelles, 

,3 — X H- J'^/ — I 

une variable imaginaire, et f(i;) une fonction réelle ou imaginaire de 
Concevons que, x, y étant considérées comme des coordonnées rectan- 
gulaires, 011 trace dans le plan des x,y, un contour 00 '' O" . . . formé 


d’une ou de plusieurs lignes droites ou courbes. Soiti’ une longueur 
variable ;mesurée sur ce contour, à partir d’un point fixe, et dans le 
sens du mouvement de rotation direct. Enfin posons 


(p, désignant deux fonctions réelles de .r, y; et soit la fonction 
de s à laquelle se réduit le rapport ^ quand on exprime les coordon- 
nées cc, y par le moyen de l’arc s. Chacune des racines réelles ou ima- 
ginaires de l’équation 

offrira une partie réelle et un coefficient de \J — i qui seront des valeurs 
de X, y propres à représenter les coordonnées d’un point situé en 
dedans ou en dehors du contour OO'O" .... Cela posé, je démontre ; 
1 ° que le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 
dans le contour OO'O" . . . est la moitié de l’indice intégral de la fonc- 
tion étendu au périmètre entier de ce contour; 2 " que le résidu 
intégral d’une fonction quelconque de étendu à toutes les racines 
dont il s’agit, peut être exprimé par une intégrale définie très simple 
et relative à l’arc s. Cette dernière proposition fournit immédiatement 
les diverses formules générales que j’ai données pour la détermination 
des intégrales définies dans un Mémoire présenté à l’Institut en i8i4, 
dans les Exercices de mathématiques, et dans les Annales de M. Gergonne. 
Elle offre le moyen de représenter par une seule intégrale définie la 
somme des racines correspondantes à des points renfermés dans le 
contour 00^0" ..., ou la somme de fonctions semblables de ces 
racines. Lorsque, la fonction f(s) étant décomposée en deux parties 
n(.î), m^z), le module du rapport 

ll(^) 

est, pour tous les points situés sur le contour OO'O" . . ., inférieur à 
l’unité, le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 
dans son contour reste le meme pour les deux équations qu’on obtient 
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en égalant à zéro la fonction f(.s) ou sa première partie !!(:;); et la 
somme des racines de Téquation f(^) = o, ou la somme des fonctions 
semblables de ces racines peut être développée en une série conver- 
gente dont les différents termes ne contiennent plus que les racines de 
Téquation n(.s) = O. On reconnaît ainsi que le théorème énoncé par 
M. Laplace dans les Mémoires de V Académie des sciences de 1777, est 
inexact toutes les fois que le nombre désigné par i dans ce théorème 
diffère de Uunite, et que le théorème substitué par M. Paoli au théo- 
rème de Laplace, cesserait lui-même d'être exact, si le premier membre 
de l'équation que l’on considère ne remplissait pas certaines condi- 
tions. Ajoutons qu'à l'aide des principes ci-dessus indiqués, la déter- 
mination du nombre des racines d'une équation algébrique qui corres- 
dent à des points situés dans le contour OO'O" . . . peut s'effectuer très 
simplement toutes les fois que ce contour est uniquement composé de 
droites ou d'arcs de cercles, ou même de courbes tellement choisies 
que, pour tous les points situés sur chacune d’elles, x et y puissent 
être exprimés rationnellement en fonction d'une troisième variable t. 
Ainsi, l'opération connue sous le nom de division algébrique sufiira 
pour déterminer combien de racines réelles ou imaginaires d'une 
équation de degré quelconque offrent des modules inférieurs à un 
nombre donné, ou des parties réelles comprises entre des limites 
données, etc. Parmi le grand nombre de théorèmes remarquables aux- 
quels on est conduit de cette manière, se trouvent compris le théorème 
de Descartes, celui de MM. Budan et Fourier, ceux que j'ai moi-même 
établis dans le Journal de V École polytechnique, ceux que M. Ch. Sturm 
a publiés dans le Bulletin des sciences, de juin 1829, etc. Quant à la 
détermination des limites des erreurs commises dans le développement 
des fonctions implicites, elle devient encore plus simple et plus facile, 
lorsqu'on a égard aux principes que je viens de résumer en peu de 
mots. 
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Soient vP, y deux variables réelles, considérées comme représentant 
des coordonnées rectangulaires; 

z = œ y <J — I une variable imaginaire; 

00' O" ... un contour ou un polygone composé d’une ou de plu- 
sieurs lignes droites ou courbes, et tracé arbitrairement dans le plan 
des iv, y; 

P ITin quelconque des points renlermés dans le contour 00' 0" . . . ; 

V une longueur variable comptée sur ce contour, à partir d’un point 
donné 0, et dans un sens tel que, la longueur s venant à croître, le 
rayon vecteur mené du point P à Pextrémité de cette longueur ait, 
dans le plan des x, y, un mouvement de rotation direct autour du 
point P; 

c le périmètre entier du contour 00' 0" ... ; 

f(i;) une fonction réelle ou imaginaire de 1 : 7 , qui obtienne générale- 
ment une valeur unique et déterminée pour chacun des systèmes de 
valeurs de x, y, propres à représenter les coordonnées de points ren- 
fermés dans le contour 00' 0" ... ; 



enfin 




le résidu intégral de f(;j) étendu à celle des racines de l’équation. 


(<) 




qui correspondentà de semblables valeurs deu;, j. Il suÜira de recourir 
à la théorie des intégrales singulières pour établir la formule 


(•-i) 


'!■((/( = ))) -^ 



(3n pourra d’ailleurs décomposer l’intégrale que i-enfernie la formule (^ 2 ) 
en plusieurs parties, puis substituer à la variable s, dans chaque inté- 
grale partielle, une autre variable l qui croisse ou décroisse tandis que .y 
augmente. Gela posé, on reconnaîtra sans peine que l’équation ( 2 ) 
comprend comme cas particuliers les formules générales que j’ai 
données dans le Mémoire de i8i4, dans les Exercices de mathéma- 
tiques, etc.... Ainsi, par exemple, si l’on réduit le contour OO'O' ... à 
un rectangle dont les cotes soient parallèles aux axes des x et ou 
bien au système de deux droites menées par l’origine des coordonnées 
et de deux arcs de cercles qui aient cette origine pour centre, ou bien 
encore à la circonférence entière d’un cerch' décrit de cette originel 
avec le rayon h, on tirera successivement de la formule ( 2 ) 


4- )L î. r + V — I ) -- ./(.'t-’ H-.l'o — I ) } (l-t:., 

4.,.^ 

o‘) (1*1 1 r'G - —X .. — ■ — 

, ((/( = ))) = -/ 

{' 0) (/'ol Jp^ 

-i- ^ ^ f I e^’ ' /"( /■ (é' ) — oJ‘<^ * / (/• é- ‘ ) | 

2 t : J,., 

J B (R (f dp. 


(U) (7t) 

((/(^))) 

10 ) (- 7 :) 



Dans CCS dernières formules, r, p représentent des coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires x, y, par l’équation 
imaginaire 

•3" + J' V/ I — - ‘ , 

OU, ce qui revient au meme, par les deux équations réelles 

X—rQ,0?,p^ J' — r /■ sill/?. 

De plus, Xq, Yq, ro,pü etX, Y, K, P désignent des valeurs particulières 
des quatre variables x, y, r, p. 

Il est bon d’observer qu’en vertu de la formule (ü) le module de 
l’expression rS’((( f(-))) sera inférieur au produil 


si l’on indique à l’aide de la lettre A la plus grande valeur que puisse 
acquérir le module de la fonction f(:;) pour un point situé sur 1<‘ 
contour 00' O" .... 

Concevons, pour fixer les idées, que, les fonctions f(;j), F('^)’ 
finies et continues, ainsi ([uc la dérivée f'(.3) de f(.:?), pour toutes les 
valeurs de correspondantes à des points renfermés dans le contour 
00' 0" . . . , on prenne 


L’équation (i) sera réduite à 

(3) f(3):,:0 


si d’ailleurs on représente par m le nombre des racines de l’équation (3) 
qui correspondent à des points renfermés dans le contour 00' 0" . . . , 
et par .Si, ces memes racines, on aura, en vertu de la 

formule ( 2 ), 


( 4 ) 


V- 


ïl 


nz) ris 


(Is. 


(é) 

( 6 ) 


, , ,, , , , ^ 

é ( ^ I ) H- é ( H- • • • + P (.s,„ ) ~ -j==z= I I' 

2 TT O 1 Jn 


ds . 


. A'{z) dz . 



Soient maintenant x une variable réelle et î{x) une fonction de cette 
variable, qui devienne infinie pour x~a. Si l’on fait croître x la 
fonction f(^) passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du 
positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité 
+ I, dans le premier cas, — i, dans le second, zéro, dans le troisième, 
est ce que je nomme Y indice de la fonction f(^) pour la valeur don- 
née a de la variable x. V indice intégral de ^{x), pris entre les limites 

n’est autre chose que la somme des indices correspondant aux diverses 
valeurs de x, qui, rendant la fonction f(x') infinie entre ces limites, 
représentent des racines réelles de f équation 


Je désigne cet indice intégrai à l’aide de la lettre J et par la notation 
(S) 

l’usage des doubles parenthèses étant ici le meme que dans le calcul 
des résidus. Lorsque la limite x^ est une racine de f équation (9), le 
terme correspondant à a; = x^^, dans la somme représentée par l’expres- 
sion (8), doit être réduit à -j- ^ ou à — ^5 suivant que la fonction f(a;) 

devient positive ou négative pour des valeurs de x croissantes au-delà 
de Xq. Pareillement, lorsque X est une racine de l’équation (7), le 
terme correspondant à .2; = X, dans la somme représentée par l’expres- 
sion (8), doit être réduit à + ^5 ou à — ^5 suivant que la fonction î(x) 

devient négative ou positive pour des valeurs àe x décroissantes 
au-dessous de X. Cela posé, en partant de f équation identique 

f " ^ r - 

1 + f ( .-3^ ) v/ — ï f ( ■3:-‘ ) — 


on établira sans peine la proposition suivante : 
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Théorème. — La so/ume des deux indices 


(')) 


J (•"■)) V (J 


Mr) 


est équivalente à H- i, « — j, ou <i zéro, suivant que les deux quantités 

f(X), 

sont toutes deux positives ou toutes deux négatives, ou l'une positive et 
l'autre négative; de sorte qu'on a généralement 



t désignant un nombre infiniment petit. 


Lorsque la roiiclion /‘(a;) se présente sous la roruie (rime fraction 
rationnelle, et que le degré du numérateur surpasse le degré du déno- 
minateur, on peut, dans la détermination de rindice (8), substituer 
au numérateur de la fraction rationnelle le reste qidon obtient en le 
divisant par le dénominateur. On pourra (msuite, en vertu de la for- 
mule (lo), échanger entre eux les deux termes de la fraction restante. 
Or, à l’aide de ces opérations plusieurs fois répétées, on finira par 
déterminer complètement l’indice intégral d’une fraction rationnelle 
quelconque, et cette détermination se trouvera réduite à la recherche 
du plus grand commun diviseur algébrique do deux polynômes entiers. 

Revenons maintenant à la formule (4), et soient ^(.r, j), yfec.y), 
deux fonctions réelles déterminées par la formule 

(i r) f(.^• + J 0~ .7') + V^— i y)- 


Posons, 

( 19 .) 


d’ailleurs, pour abréger, 




9(-'^X y) 


Enfin, soient cp (.y), y fs) etc|;(.y), ce que deviennentles fonctions 




A fl (• Alt ■ 


inrl 


fivnrinif» lri<s éot; .-rî v P.n fnnc- 


nii 
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tioti de l’are s. On tirera de la formule ( 4 ) 

(i 3 ) ((!l^(. 0 )). 

U 

Il y a plus. Comme, en désignant par la lettre une constante réelle, 
on peut, sans altérer l’équation ( 3 ), y remplacer la fonction f(z) par 
le produit 

(('osT -f- \/ — 1 siiir) f( 3) ; 


il en résulte que, dans la formule (12), on pourra aux fonctions 
y(œ, y) substituer celles qui, dans le produit 


(cos7-h \/— 1 diiT)[9(a.-, j) -t- j)], 

représentent la partie réelle et le coefficient de \J — i , et poser, en 
conséquence 


(i 4 ) 


_ (p(.r,,r)(X)ST— x(.g,,r)sinT ^ 
' ’ ^ X y ) H- cp (.r, 7 ) siriT ‘ 


Si, dans cette dernière formule, on attribue à : i" une valeur nulle; 
2” la valeur on obtiendra successivement l’équation (12) et la 
suivante ; 


(i 5 ) 


j) — — 


xÇfzZl, 

J')’ 


Lorsque le contour OO'O" ... est formé de plusieurs lignes droites ou 
courbes, alors, pour faciliter le calcul du nombre m déterminé par la 
formule (i 3 ), on peut décomposer l’indice intégral 

J ((+(.'))) 


en plusieurs parties correspondantes à ces memes lignes, et substituer 
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X, y\ ou iiu système de deux droites menées par l’origine, et de deux 
ares de cercle qui aient cette origine pour centre, ou bien encore à la 
circonlérence entière d'un cercle décrit de cette origine avec le rayon 
R, etc., 011 trouvera successivement 




(('g(J{ cosy;, K siiiy;))) 

U 1* 

—J — J d;(/-„ üosy?, /'o sinyG)) K 

'■(, /'o / 

.r. 


etc. 

Ces diverses valeurs de m pourront être aisément calculées à l’aide 
de la formule ( lü), si la fonction ./’(-) est entière, puisqii’alors les 
seconds membres des formules (i6), (17), (18) renfermeront seule- 
ment des fonctions rationnelles de la variable æ, ou de la variable j, 
ou du rayon vecteur /•, ou de l’expression imaginaire 



et, par conséquent, de tang{^- Il est facile d’en conclure que, pour une 

équation algébrique de degré quelconque, la déterinination du nombre 
des racines qui olTriront des modules inférieurs à un nombre donné, 
sera réduite à la recherche du plus grand commun diviseur algé- 
brique de deux polynômes dont les degrés ne surpassent pas celui de 
la proposée, et qu’on pourra en dire autant de la détermination du 
nombre des racines, dans lesquelles le module r et l’arc/), ou la partie 


«loniioes. Si l’('!([Liatioii — o n'a poinl, do racinos ôgalos, alors, on 
désignant par £ un noiubro infinimontpetit, ctpusant ro = — -, V = £, 
on tirora do la (orniulo (i6) 


en) 



On pout d’ailleurs s’assurer dirocLoniont que, dans tous les eas, la 
valeur préoodonle do m est précisément le nombre tles racines réelles 
et distinctes de l’équation (d), ronlermées entre les limites a;,,, X. De- 
là l’orinide (19) jointe à l’équation (10), on déduit inimédiatoment le 
théorème de Doscartos, ainsi que plusieurs antres tliéorèmes dignes 
de romai'que, publiés par TAbbé Degua, par MM. Ikulan (d Kourier, 
et par M. Ch. Sturm. 

Si l’on voulaitdéterininer laditrérence p.entre le nombre des racines 
positives distinctes, inférieures à un nombre donné H, et hi nomhia! 
des racines négatives distinctes, supérieures à — H, il faudrait recourir 
à la formule 



('t (!(', ce.tt(' dernière formule, jointti à ré(|uation (10), on déduirait 
facilement un théorème à l’aide duquel j’ai démontré le [)r('mier, dans 
le Journal de V Ecole polytechnique, que pour toute équation algébrique, 
on peut trouver des fonctions Tationnelh's des coellicients dont les 
signes fournissent le moyen de déterminer le nombre des racines 
réelles négatives. 

Il suit encore des formules (12) et (it)), que, si l’équation /'(-) = o 
est algél)rique et du degré n, le nombre in des racines qui olfri ront des 
parties réelbis supérieures à une quantité donnée a, sera, j)our des 
valeurs paires de n, 


(21) 


// 

■ 




} 


pour d(‘s valeurs impaires de n, 

(-0 

Ou aura, d’ailhuirs, quel que soit/i. 


J 


j) 


J 


y) 

’aX"^ y) 


vS^'^y) 

y) 


— I— 


double d(‘vau{, rire réduit au si'j-iie H- ou au sii*ue — , suivant 


(|ue le l'apport 


y) 


di'vieiidra positif nu uégatifpour des valeurs infinies dey- 
Au reste, quels que soient la fonction /'(^) et le contour OO'O^' . , . , 
il résulte des fornuib's (lo) et(i3), qiu* le noiribre des racines de 
l’équation /*(:;) = o, corri'spondant à des points renfermés dans le 
contour dont il s’agit, se calcubu’a aisément, si, pour clia(|ue portion 
de ce contour, 'l(ccy) peut être exprimé rationnelb'mmit en fonction 
de la variabb' .y, ou même d’uiu' autre variable l. 

(lonc(‘Vons à [U'ési'iit ((ue, la fonction f(:j) étant tlécomposée en 
d('ux partii's n(^), Tn(^), le module du rapport reste, pour tous 

les points situés sur le contour OO'O" . . . inférieur à l’unité, en sorti' 
qu’on ait tout à la fois 

(•i5) (•(.)r:=ir(r.)H-ri7( = ) 

et 

(■-..b) 'îr(7)<'- 


On conclura de la formule (4), que les racines correspondant à 
des points renfermés dans le contour ()()'()" . . . sont l'ii même nombre 
pour réquatiou (3) et pour la suivante : 
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D(‘ plus, si Ton désigne ces racines par z.,, . . z,,, pour l’équa- 
tion (d), et par li, “Ci, . . 'Cm pour l’équatiuii (27), on tii*era de la 
(‘oriuiih^ (G) jointe à la formule'. (2), 


( '.>.8) ['(:;,) + 1' ( ) H- .. . -1- L ( Zj,i) 


(ly ( I 4 


ch 


w{z) 


(O 


puis en supposant remplie la condition (26), 
( .if) ) F ( ) 4- F ( -.J ) -U . . . -U L ( z,n ) 

= L (Çi ) -4 L (Ç.j) 4 -. . . 4-L (C;;() 




11(3) 


Donc alors la somme 


3^[\[U(z) 




L ( 3 1 ) 4 - R ( 3-2 ) 4- • . .4- L ( Z„i ) 


sera développable en une série convergente dont les dilleronts termes 
s’exprimeront en fonction des racines Ci, Cs, ■■■, Cm l’équation 
auxiliaire = O. Ajoutons, qu’en vertu de la formub' (i), le 
module du terme général de cette séri(‘, c’est-à-dire h' module de 
l’expression 


(3o) 


d. r 

// ^ 




sera inférieur à la quantité 


(3i) 



2 nrr 



et, à plus forte raison, au produit 


(32) 


2 7: Il 


les valeurs M, N étant respectivement 


roste de la série offrira un module inlerieur à 


cN/M" M"-*-' \ /M" 

— I 1 h - . • ) <I — • ( — + 

2 TT V // -1- I J 2 T:\ il // 


cA M" 


et par conséquent à 
(^-i) 

^ 27://(i — M) 

Si l’on prend V(-) = la lormiile ( 29 ) deviendra 


(35) 


— Ç I “l~ Ç-i “H • • • “h ? 




»(=)/ . 


WW--) 

et le reste de la série ne surpassera pas le produit 

c iM'- 


(36) 


27 : //(i — iM) 


Les formules qui précèdent comprennent comme cas particuliers 
celles que Lagrange etM. Paoli ont données pour le développement des 
fonctions en séries. Si, pour fixer les idées, on suppose II (:î) = (ô — a)'", 
n désignant une constante arbitrairement choisie, ré([uation (3) sera 
réduite à 

(37) {z — (iy"wuj{.z) = 0 


et la formule (29) donnera 
(38) F («1 ) H- (^ 2 ) H- • • • + P (-3m) 


m¥(a) H- 'V 

^ n 1 . 2 ... 


( mil — I ) 


T-/""‘-i[(Tü(a)'‘P'(")] 


pourvu qu’on ait A 


^( 3 ) 


C^i. Si l’on réduisait le nombre m à 


(3-^0' 

l’unité, alors, à la place de l’équation (38), on retrouverait la formule 
de Lagrange, savoir 


(39) 


F( = ) = F(„) -K -S 


1.2 . . . n 


Turin, co 17 septembre i83i. 
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MEMOIRES 

SUR U 

ETIÎRMINATIÜN du NUMBIîE des RAC[NlîS RÉELLES 
DANS LES ÉQUATIONS ALUÉRRIQUES (‘). 


lîii/letin (le la SorltJté Pltihma tûjue, p. pS-iuo; 1814 . 


Les géomètres se sont beaucoup occupés de la question qui tait 
l’objet de ces Mémoires, et qui peut être envisagée sous deux points 
de vue dilTérents, selon qu’il s’agit des équations littérales, ou selon 
que l’on considère une équation dont tous les coeiricicnts sont donnés 
en nombres. Dans le second cas, le problème se résout complètement, 
en formant par les règles connues une équation auxiliaire dont les 
racines sont les carrés des différences entre celles de la proposée, ce 
qui fournit le moyen d’assigner une quantité moindre que la plus 
petite de ces différences, et, par suite, de déterminer non seulement 
le nombre des racines réelles, mais aussi des limites entre lesquelles 
chacune des racines est comprise; mais relativement aux équations 
littérales, la question consiste à trouver des fonctions rationnelles de 
leurs coefficients, dont les signes déterminent dans chaque cas parti- 
culier le nombre et l’espèce de leurs racines réelles : or ce n’était 
jusqu’à présent que pour les équations des cinq premiers degrés qu’on 

(1) Ces raé, moires oui él6 lus à PlnsliLul dans le couraiiL do i8i3. Malgré son lilro, 
l’arlicle qui suit no donne pas le te\le dos mômoiri's de Caueliy, mais une analyse cri- 
tique, due très eortainemcnl à Legendre (K. T.)- 
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était parvenu à tonner de semblables tbnctions, et AL Cauchy s’est 
proposé de compléter cette partie de ralgèbre, eu donnant une méthode 
applicable aux équations littérales de tous les degrés. Cetb* méthode 
e,st rondé(' sur la considération des courbes paraboliques, dont Stirling 
et Degua avaient déjà fait usage pour le même objet ; on doit la 
n'.garder comme une extension de celle que Degua a donné(^ dans b; 
volume de l’Académie des Sciences pour Cannée et comme une 

application des principes posés par ce géomètre. 

Poni* en doniim* une idée, supposons que l’équation proposée soit 
l•(qJréselltée \^'av fx — a; faisons /r égale à une Jiouvello indéterminéiî r : 
l'équation y = /x appartiendra à une courbe parabolique, c’est-à-dire 
à une courb(; composée d’une seule branche qui s’étend indéliniine.iiL 
dans h', sens des abscisses positives et dans celui des abscisses lu'iga- 
tives. L('s iiUm'sectious de cette courbe avec l’axc', dos abscisses répon- 
dront aux racines réelles de l’équation proposée; or l’ins{)ection seule 
lie la courbe suffît pour montrer ([ue le nombre thi ces inti'rsections 
surpassera au plus d’uue unité le nombril des ordonnées imixirna tant 
positives que négativ(;s. Lorsqu’il n’y aura qu’un seul maxiimirn mitre 
diîLix intersections consécutives, le nomhri' des intersections sera 
jirécisément égal à celui des niaxiina augmenté d’uni', unité; mais si la 
coiiidie éprouve plusieurs sinuosités entre une intersection et c,('lle 
qui la suit immédiatement, l’ordonnée partant do zéro, passoi'a par 
plusieurs miixima ('Xminima successils avant de redi'Vi'iiir nulle, et il 
est facile de voir que le nombre de ces maxiina surpassera toujours 
d’une imité celui àc.s miniina, d’où il résulte que le nombre total des 
intersi'ctions diminué d’une unité est toujours égal au nombre total 
des ordonnées maxùna, moins le nombre des ordonnées inùiùmi 

Ce principe n’ost pas modifié par les portions extrêmes de la courbe 
qui se prolongent indéfiniment au-dessus et au-dessous de l’axi' des 
abscisses, et dont chacune contient un nombre égal de maxùna et de 
niinimn. Il a également lieu nar ranuort à la totalité de la courhi'. et 



I()rsqa(3 l’on considère séparément la jjartie (|Lii répond, soit aux 
abscisses positives, soit aux négatives. En elTet, il est aisé de voir, par 
un raisonnement semblable au précédent, que, dans l’iine de-s deux 
parties, Texcés du nomlu’e des ordonnées maxima sur celui des 
ordonné(3s minima est égal au nombre des intersections, et (|m‘, dans 
l’autre partie, il (3st égal à ce nombre diminué d’une unité. Mais pour 
savoir de quel côté cette unité doit être retranchée, on observ(ira (jue 
les intersections répondant aux racines réelles de l’équation fx = o, 
il sulîlt de savoir si le nombre des racines négatives (3st pair ou impair, 
c,e qui se décide, comme on sait, par le signe du derni(3r terme. 

Les plus grandes et les plus petites ordonnées de la courbe que nous 
considérons répondent aux abscisses déterminées par la dillerentielle 
première de l’équation fx — o, c’est-à-dire en employant la notation 
d(i M. Lagrange, par l’équation f'x = o. Si donc on la sait résoudre, 
on. connaîtra le nombre total des ordonnées maxima et minima, et il 
ne s’agira plus que de distinguer les unes des autres. Or, aux sommets 
des ordonnées maxima positives ou négatives, la courbe tourne sa 
concavité vers l’axe des abscisses; elle est au contraire (ionvexe vers cet 
axe aux sommets des ordonnées minima. Helativement aux premières, 
les deux quantités fx et f"x sont de signes contraires, et leur })rodiiit 
est négatif; par rapport aux secondes, ces quantités sont de meme 
signe, et leur produit est positif. Donc, en substituant toutes les racines 
réelles d(' l’équation f'x=o dans la fonction /xx. f"x. ou connaîtra 
par les signes dii cette quantité combien la courbe a d’ordonné(3s de 
chaque espèce, soit dans la partie des abscisses positives, soit dans la 
partie négative; d’où l’on conclura, d’après les princijies précédents, 
le nombre et les signes des racines réelles de l’équation fx= o. 

Cette solution du problème suppose, coinine. on voit, la résolution 
de l’équation = O d’un degré inférieur d’une unité à celui de la 
proposée. Elle est due à Degua, qui l’a exposée', avec tous les dévelo])- 
pements nécessaires, dans le Mémoire cité plus haut. On y trouve aussi 
les règles qu’il a données pour reconnaître, sans l'ésoudre aucune 
équation, si la proposée a toutes ses racines réelles, ou bien si elles 



sont en partie réelles et en partie imaginaires. Mais ce géomètre 
croyait impossible de fixer le nombre des racines imaginaires quand il 
en existe, à moins de résoudre une équation du degré immédiatement 
inlérieur À celui de la proposée. 

Tel est le point où Degua a laissé la question, et où M. Cauchy l’a 
reprise dans les Mémoires dont nous rendons compte. 

Au lieu de résoudre l’équation f'x — o, formons-eu une autre dont 
les racines soient les valeurs du produit fxf’æ prises avec des signes 
contraires, et correspondant à toutes les 'racines réelles ou imagi- 
naires de f'x = o. Cette équation auxiliaire s’obtiendra parles règles 
de l’éliminatiüji, et elle sera du même degré que f'æ~o, c’est-à-dire 
du degré n — i, si l’on suppose que 7 i marque le degré de la pro- 
posée /ic=o. ür les valeurs de fxf'x, qui répondent à des racines 
imaginaires de f'x — o, pourront quelquefois être réelles; mais alors 
ce produit fxf'x'cWivdL nécessairement des racines égales. Si donc on 
suppose d’abord que l’équation auxiliaire n’a pas de racines égales, il 
sera certain que le nombre de ses racines positives'moins le nombre 
de ses racines négatives sera égal à celui des racines réelles de la pro- 
posée diminué d’une unité. iVinsi la détermination de ce dernier 
nombre, pour une équation du degré n, se trouve ramenée à celle de 
la différence entre les nombres de racines positives et de racines néga- 
tives pour une autre équation du degré 7i — i . \ù)ici comment M. Cauchy 
résout ce second problème. 

Soit l’inconnue de l’équation auxiliaire, et Z = o cette équation, 
de manière que Z désigne un polynôme en iî du degré n. — t , M. Cauchy 
formé une seconde équation auxiliaire dont les racines sont les valeurs 
du produit ZZ" multipliées par celles de et prises avec des signes 
contraires, c’est-à-dire les valeurs de la fonction — ^ZZ", qui répondent 
aux racines de 7J—o; 7J et 71', désignant à l’ordinaire les deux 
premières fonctions dérivées de Z. Cette seconde équation auxiliaire 
s’obtiendra, comme la première, par les règles de l’élimination, et elle 
sera du même degré que yj=o, ou du degré 71 — 2 . Si l’on suppose 
qu’elle n’a pas de racines égales, elle jouira d’une propriété qui consiste 



eu ce que la différence entre le nombre de ses racines positives et celui 
de ses racines négatives étant augmentée ou diminuée d'une unité, 
donnera la meme différence relativement aux racines positives et néga- 
tives de l'équation Z==o. Cette différence, pour la première auxilaire, 
se conclura donc de celle qui a lieu pour la seconde, et il suffira de 
savoir si l’on doit augmenter ou diminuer celle-ci d’une unité. Or cela' 
dépendra uniquement des signes des derniers termes dans les équa- 
tions Z = o otZ'=o; car si elles ont toutes deux un nombre pair ou 
toutes deux un nombre impair de racines positives, au([uel cas leurs 
derniers termes seront de meme signe, il biiidra diminuer d’une unité 
la différence relative à la seconde auxiliaire pour en conclure celle qui 
se rapporte à la première; et, au contraire, il faudra raugmenter d’une 
unité, lorsque rune de ces équations Z = o et Z'= o aura un nombre 
pair et l’autre un nombre impair de racines positives, c’est-à-dire 
lorsque leurs derniers termes seront de signes dilférents. En observant 
donc que le dernier terme du polynôme Z' est de meme signe que 
ravant-dernier du polynôme Z, M. Cauchy énonce cette règle générale : 

L’excès du nombre des racines positives sur celui des racines néga- 
tives de réquation Z = o est égal au même excès, par rapport à la 
seconde équation auxiliaire, diminué ou augmenté d’une unité, selon 
que le produit des coelïicients des deux derniers termes du polynôme Z 
est une quantité positive ou négative. 

Concevons d’après ■ cada que l’on forme une troisième équation 
auxiliaire qui se déduise de la seconde, cotnnu', celle-ci s(‘, déduit 
de Z = o; puis une quatrième qui se déduise; de la troisième, aussi de 
la meme manière, et ainsi de suite, jusqu’à ce; qu’enfin on soit parvenu 
à une équation du premier elegré, ce qui formera un nombre n — i 
d’équations, puisque la première Z = o est du degré n — i, et que le 
degré s’abaisse d’une unité en passant d’une auxiliaire à la suivante. 
Supposons que, dans chacune de ces n — i équations, on fasse le 
produit des coefficients des deux derniers termes; il résulte de la règle 
qu’on vient d’énoncer, que la différence entre les nombres do racines 
positives et de racines négatives de la première auxiliaire Z = o, sera 


relation qui (ixisLe entre cett(3 auxiliaire et la proposée X = o, le 
nombre des racines réelles de celles-ci, diminué d’une unité, s(‘ra égal 
à cett(3 meme diiïéreiice entre les nombres des produits de signes 
diflérents. 

Ainsi, par les signes de n — i Ibnctions rationnelles des coclFicients 
de la proposée, on })ourra juger du nombre de scs racines réelles. 
Pour qu’elles le soient toutes, il laudra que toutes ces Ibiu'.tions soient 
négatives; et pour quelles soient toutes imaginaires, il suiïira que le 
nombre des positives surpasse d'une unité celui des négatives. Si, par 
exemple, la proposée est du sixième degré, il y aura pour la réalité de 
toutes ses racines cinq conditions déterminées; mais, au contraire, 
pour qu’aucune de ses racines ne soit réelle, il faudra que trois sur 
cinq quantités soient négatives, condition qui peut être remplie de 
dix manières différentes. 

La règle que M, Cauchy a donnée pour déterminer la différence 
entre les nombres de racines positives et de racines négatives de la 
première auxiliaire, peut également s'appliquer à la proposée elle- 
môme; et comme celle-ci est du degré n, il en résulte qu'en formant 
un nombre n de fonctions de ses coelïicients, on pourra, d'après leurs 
signes, déterminer la dilférence entre les nombres de ses racines réelles 
de l'une et de l’autre espèces; on on connaît déjà la somme au moyen 
des n — I fonctions précédentes; donc, au moyen de lui — i fonctions 
rationnelles des coefTicicnts de la proposée formées suivant des lois 
déterminées, on pourra connaître le nombre et l'espèce de ses racines 
réelles, ce qui est la solution générale du problème que M. Cauchy 
s’est proposé de résoudre. 

Au reste, quoiqu’on n'ait besoin, en dernière analyse, que des deux 
derniers termes de chaque équation auxiliaire, il n’en l’an t pas moins 
les former toutes en entier; car chacune d'elles est nécessaire au calcul 
de la suivante. Les calculs deviendront extrêmement compliqués et 
presque inexécutables, quand il s'agira d'équation d'un degré un peu 



éluvé; mais cette difficulté paraît tenir en grande partie à la nature de 
la question, et elle n"a pas empêché M. Cauchy d’appliquer sa méthode 
aux équations complètes des cinq premiers degrés pour lesquels il a 
formé les systèmes de fonctions dont les signes déterminent le nombre 
et l’espèce de leurs racines réelles. 

Dans l’exposé que nous venons défaire de la méthode de M. Cauchy, 
nous avons supposé qu’aucune des équations auxiliaires n’avait des 
racines égales. Lorsque le contraire arrive pour une ou [)lusieurs 
d’entre elles ou })our leurs équations primes, ou enfin pour la proposée 
elle-même, les principes sur lesquels M. Cauchy s’est appuyé ne sont 
plus généralement vrais, et en même temps les règles qu’il en a 
déduites di^viennent illusoires. En effet, il est facile de voir que, dans 
le cas des racines égales, quelques-uns des produits dont il faut consi- 
dérer les signes se trouveront égaux à zéro; on ne saura plus alors si 
l’on doit les coinplm* parmi les fonctions jiosilives ou parmi les néga- 
tives; par conséquent les règles précédentes ne seront plus immédia- 
tement applicables. Pour résoudre cette difficulté, M. Cauchy a proposé 
dilïérents moyens qui nous semblent laisser encore à désirer, et pour 
lesquels nous renverrons le lecteur aux Mémoires mêmes, qui ])araî- 
tront dans le prochain volume du Journal de V Ecole Polytechnique . 



MÉMOIRE 

SUR UES INTÉdllALES DlîElNIliS. 


ISidleliii de la SocicLé Plnloinutûjae, [). i 85 -iSiS; i 8 i 4 . 


Lu oüiisidéruiLioii des intégrales doubles est un moyen les 

géomètres ont souvent emjdoyé, soit pour trouver les valeurs des 
intégrales définies, soit pour les eomparer entre (db's, iM. Laplaei' sbni 
est d’abord servi dans son iMémoire sur b's ronctions de grands 
nondjres; M. Legendre, dans la première partie de ses Exercices de 
Calcid i/iCégral; et j’ai eu aussi plusieurs lois l'oecasion d’en Taire 
usage. C’est sur cette considération qu’est Tondée la première [)ar(ie 
du Mémoire de M. Caucliy. Il prend uiu' fonction de y, que je dési- 
gnerai par Y; il y met, à la })lace de y, une autre fonction de deux 
variables .r et z; et il observe qu’on a identiquement 




dz 




-tic 

dz 


d.n 


d’où il i-ésulte, en multipliant \ya\' clxdz, et prenant (msuite l'intégrale 
double, 




V , 


Ces intégrales sont indéfinies; mais si l’on suppose qu(' l’intégrale l'cla- 
tive à X est prise depuis x~a jusqu’à x = a', et l’intégrale relative 


(*) Ce texte est le résumé critique, par Poisson, d’un mémoire de Cauchy, lu à 
l’Institut le aa août i 8 i 4 , qui ne sera publié qu’en 1827 {Mémoire'.- présenlés par 
divers sdvimts à l'ylcadérnie rojide des sciences de Idastilut de Frnnce, Sciences 
mathématiques et physiques, t. I, p. 599-799; cf. Œuvres complètes d'Augustin Cauchy, 
U’*' séri(', t. [, p. 3i9-5o6) (U. T.). 


à depuis z = h jusqu’à z = h'; que de plus on fasse 
. </y 


(Li 




^(r 

r/: 


\-± = Vi.r, Z). 


l’équation pi'écédeiUe d(!viendi'a, en passanl aux intégrales délinii's, 

(i) f I :.)f/z — j t'(r/. z)<lz. 

Ell(' établit, eoniine on voit, une ladation entre quatre iiitégrab's 
définies dilférentes, qui [)eut servir à leur déterinination ; mais 
M. (iaueh)’ montre, en outre, comment on peut la partager en plusieurs 
autres équalions, ce (pii donne le moyen d’en tirer un plus grand 
avantage. D’aboial il suppose que la fonction pidse pour soit de la 
forme y — m -h // ^/ — i ; l’éopiation (i) contient alors une [lartie ré(‘ll(' 
et une parlie imaginaire; elle se subdivise donc en deux autres, que 
l’auteur déconqiose de nouveau, pai* un moyen que nous ne pouvons 
pas indiquer ici. Comme on peut [irendrc poui* Y telle fonelion dey 
qu’on veut, et y substituer ensuite, à la place de^', une infinilé d'expres- 
sions dilférmiti'S, il smrible que ré(piation(i)et celles (pii s’en déduisent 
devraient déterminer quelques intégrales nouvelles; mais parmi les 
nombreux exemples que l’auteur a rassemblés dans la première partie 
de son Mémoire, je n’ai remarqué aucune intégrale qui ne lut pas (bqà 
connue, ce qui tient sans doute à ce que son procédé, quoique très 
général et très uniforme, n’est [las e-ssenticllcment dislinct de ceux 
qu’on a employés jusqu’ici. 

Voici un (b's résultats les plus généraux (pi'il olitient. Soi( V une 
fonction de a;; supposons qu’en y substituant {(r 0 à la 

place de cetti' variable, elle devienne P + Q v — supposons aussi 
que les produits Vx” et Qa;" soient nuis, pour les valeurs x = i) 

et en prenant les intégrales enti'C ces limites, et en faisant, 


iM. Lauchy trouve qu on a, en general, 

j dx~ J \ ' clv, 

j Qx'^- ^ J' \x'‘- -'cU:. 

On obtient immédiatement ces formules par la simple observation 
qu’en substituant (<2 + — i)x à la place de æ, les limites de l’inté- 

grale restent les memes; de sorte qu’on a 



mettant pour a et b leurs valeurs, et partageant cette équation en deux 
autres, on trouve les formules citées; mais par la manière dont 
M. Cauchy y parvient, on voit que ces formules sont sujettes à des 
conditions relatives aux valeurs extrêmes de Pa;" et Qa;", et à quelques 
autres exceptions; ce qui prouve que l’emploi du facteur imagi- 
naire a-\- b <^1 — I n’est pas toujours légitime. 

Dans la seconde partie de son Mémoire, M. Cauchy observe que 
l’équation (i) est quelquefois en défaut, et que cela arrive quand les 

fonctions comprises sous le signe j deviennent pour des valeurs 

de a:; et de - comprises entre les limites de l’intégration. En elfet, on 
sait qu’une fonction de deux variables qui se présente sous cette forme 
est réellement indéterminée; elle est susceptible d’une infinité de 
valeurs difléreiites, et elle en prend deux, qui ne sont pas les 
mêmes, lorsqu’on y substitue dans deux ordres différents les valeurs 

particulières des variables qui la rendent^ - Si donc on a une inté- 
grale jJ <[>(a;, z)(ia)dz, et que d>(a;, z) passe par rindéterminé pour 

des valeurs cc — a et ^ = o, comprises entre les limites de l’intégration, 
il arrivera que l’élément (b (a, ^j)dxdz, qui leur correspond, aura 
deux valeurs différentes, selon (|u’on y fera d’abord a; = a et 
ensuite z = ^j, ou selon que l’on commencera par z = ^j\ donc l’inté- 
grale double, qui est la somme de tous les éléments, n'aura pas non 



[)liis la morne valeur, selon que l’on commencera l’intégration par 
rapport à l’une ou à l’autre variable; donc aussi les deux membres de 
l’équation (i) pourront quelquefois n’ètre pas égaux, puisqu’ils repré- 
sentent les résultats d’une intégration double, faite dans deux ordres 
(lilTérents. 

A cette remarque de M. Cauchy, on doit ajouter qu’au moins rune 
des deux valeurs de :?), correspondantes à x = y. et = doit 
être infinie; car si elles étaimit toutes deux finies, on pourrai! négliger 

l’élément <T>(a, '6')dx.dz, sans qui* l’intégrale jj z)da‘(lz en fût 

altérée; et alors sa valeur serait encoriî la même, quoiqu’on eût e.fîV'c.tué 
l’intégration dans deux ordres différents. 

M. Cauchy, après avoir indiqué les cas où l’équation (i) devient 
fautive, détermine la quantité A, qu’il faut alors ajouter à l’un de ses 
(h'iix membres pour rétablir l’égalité. Il fait voir qu’elle est (exprimée 
jiar une ou plusimirs intégrales simples, d’une espèce particulière, (‘.t 
qu’il nomme intégrales singulières. Ce sont des intégrales prises dans 
un intervalle inriniment petit, et eircetuées sur uni' fonction contenant 
elle-memc une quantité infiniment petite, qu’on ne doit supprimer 
qu’après l’intégration. Ces intégrales ne se présentent pas ici pour la 
première fois; on en rencontre une semblable dans le problème d’un 
corps pesant sur une courbe donnée, lorsque le mobile approche d’un 
point où la tangente est horizontale : s’il en est à une distance infi- 
niment petite, et que sa vitesse soit nulle, le temps qu’il emploie pour 
l’atteindre tout à fait, a une valeur finie qui est déterminée par une 
intégrale de l’espèce dont nous parlons. Le propre de ces intégrales 
est d’être indépendantes de la forme de la fonction soumise à l’inté- 
gration; ainsi, dans l’exemple que nous citons, la valeur du temps ne 
dépend pas de l’équation de la courbe, mais seulement de la longueur 
du rayon de courbure au point que l’on considère; et c’est une circons- 
tance semblable qui permet à M. Cauchy de donner sous une fornu' 
très simple la valeur générale de la quantité A, 

Ce que h», Mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous, 



(i(‘ plus ciiri('ux, c'(.'sl, l’iisiigc (piu riiiiiciir (ail (l('s iiiLcgralcs qu’il 
nomme sing-tdièrcs, pour oxpriiuoi* d’auLros inlégralos prises entre des 
liniites finies. Il parvient ainsi à [ilusicurs résultats déjà connus, (àitti' 
manière indirecte de les obtenir ne doit pas être pi‘éférée aux iné(liod(‘s 
oialinaii'cs, mais elle n’en est pas moins très remarquable, et digne de 
l’aümition di's géomètres. Il obtient par ce moyen b's valeurs de 
([iK'lqiK's intègi’ales qu'on n'avait pas (mcori' exjdicitmm'iit considérées, 
mais qui rentrmit dans d’autn's intégrales déjà eonniK'S, on ([iii s’mi 
(lédiiismit assi':? laeilemmit. Ibir (‘xmnpie, AI. Cancliy doniu^ la vabuir 
(!(' fintégi'ale 

/ co-sé./- fJ.f 
ro^i/.r i -1- ./•- ^ 

prisi' depuis .2‘ = o jns([ii’à æ= or (d!(‘ est eomjirise dans cell(‘-ei 

r sinc.rsiü'.i/2.r dx 

• :p- 

( I -h e. a cos ‘-t H- a-) i 

dont 011 obtient la valeur en la réduisant mi sérii' suivant les puis- 
sances (b‘ a, ainsi qiu' AI. Legendre l’a pratiqué relativmnent à un(‘ 
intégrale un [len moins générale. L’intégrale d(' Ai. Caueby si' déduit 
d(' celle qu(' nous citons, en y supposant a=i, c = (i-^h, id. faisant 
eiisuiti' b'S réductions convenables. 



DE LA ÜIFFÉREINCE 
ENTRE 


LES ATTRACTIONS EXERCÉES PAR UNE COUCHE INFINIMENT MINCE 

SUR 

DEUX POINTS TRÈS RAPPROCHÉS L’UN DR L’AUTRE 
SITUÉS 

L’UN A L’INTÉRIEUR, 

L’AUTRli: A L’EXTÉRIEUR DE CETTE MEME COUCHE. 


Itiilhilin de Ik Sociêlé Pliil'iiiKitùjiie, p. r‘j3-5r); iiSi.-'). 


On sait que Eattraclion exercée par une couclie infiniment mince 
sur lin |)()inl très rap{)roc]ié (!’(‘lle a doux expia'ssions dilTérenles, 
suivant (jiu' ce point ('st situé à rinlérieur ou à rextéi'ieiir. On peut 
(Ualxn'd. vu ré[)aiss('ur infiniinent [letite de la couche, supposer cidle- 
ei l'éduiti' à iiiu' siinjde surface, atlii'anU', mais ])our laquelh* la force 
attraclivi' en chaqiu', point varii'rait proporlionnellemi'nf à fépiiisseur 
dont il s’ap'it. (ada jiosé, si l’on considère doux points situés tout près 
d(' la surfaci' l't sur une même normah', l’un-au dedans, l’autre au- 
(hdiors, L's actions exci'cées sur ces dmix ])oiuts suivant le plan 
lanp’ent si'roiit égales en tri; elles, et les actions exercées suivant la 
normale dillei’eront d’une quantité égaie au produit de quatre fois le 
rapquyrL de la circon férence au diamètre par la force altractwc de la 
surface. En général la différence des actions exercées suivant une direc- 
tion déterminée sera égale à la différence qiéon vient de citer multipliée 
par le cosinus de l’angle que forme celte direction, avec la normale. On 



IroLive uiio démonstration synthétique de ce théorème dans le preiniei' 
Mémoire de M. Poisson sur l’électricité. Je vais faire voir comment on 
peut le déduire des formules générales de l’attraction. 

Soient M et N les deux points donnés situés tout près de la surfaci'. 
que l’on considère et sur une meme normale, l’iin à l’intéri('ur, l’auha^ 
à l’extérieur. Soient y^, Xn, y-j, les coordonnées respectives 
des points M et N rapportés à trois axes la'ctangulaires ; et su]3posons 
que la normale menée par ces dc'ux points coupe la surface en un 
troisième pointR, dont les coordonnées soient X, Y, Z. Enfin désignons 
par E la force attractive au point 11, et, par x, y, z les coordonnéi's 
varialdes (hî la surface. Si l’on re|)résente pai* 

(r) -- Z = P(.r--X) + Q(j-Y) 

l’équation du plan tangent au point 11, les cooi‘donné(^s du j)olnt M 
satisferont aux équations 

j z-'i — X -K P ( ^ I — Z ) = O, 

I _v,.-Y-hQ(.-u-Z)=:o. 


Soit eticoiaiO l’angle formé par la normah‘, avec une droite', déteu’minée. 
Si l’on prend cette droite pour axe des on aura 


(3) 


cos t) ~ . 

v/(( + P-+ Q-) 


Voyons maintenant quelle est la différence des attractions exercées 
par la surface suivant cette meme droite sur chacun des points M et N. 

Désignons par O le point de la surface auquel apjiartiennent les 
coordonnées x, y, z : soit e la force attractive au meme |)oint; ('t r, la 
distance des points O et M, en sorte qu’on ait 

1 

( i) /'i = (('ï' — -^'i )■ + ( J' — J'i l’-P (- — .^1 )■) • 

Enfin, soit A l’attraction de la surface sur le point M suivant l’axe 
des i; : en faisant à l’ordinaire =p, ^ = on aura 

( O ) A y.t ^ H- />■ -I- ) ' dx dy, 



l’iiilégi'alo double dc^vaiit s’étendre à tous les points de la surface. De 
inème, si l’on représente' par b l’attraetion de la surface sui* (e [)oint N, 
et que l’on fasse 

((i) (i-t: ~ ( y --- (z ~ Z,y^\ 

on trouvera 

( 7 ) r>——jj t L'i — ( I -h /> - -r- y- ) " dr dy, 

la nouvelle intégrale étant prise entre les memes limitées que la 
première. 

Si l’on suppose maintenant les points M et N très rapprochés l’un 
(le l'autre et de la surtace donnée; on aura à très j)eu |)rès 

Dans !('. meme cas, les (déments des intégrales (loul)les qui repi’é- 
sentent les valeurs de A et de b seront sensiblement égaux l'iitia' ('ux. 
tant ([ue les quantités 

— J — : 

/•; n 

auront une valeur finie, c’est-à-dire tant que les quantités 

X — Xi, y — y;, Z — Zi x — .r», y — .r.,, .s — 

OU, ce qui revieut au môme, les suivantes : 

X — X, :)• — Y, ; — Z 

ne seront pas toutes à la fois infiniment petites. Ainsi, pour obtenir la 
diflerence des intégrales doubles qui représentent les attractions A 
('tb, il suffira d('. déterminer les parties de ces intégrales qui corres- 
pondent à des valeurs de x, y, - très peu difierenles de X, Y, Z. On y 
parvient (b^ la manière suivante. 

Considérons d’abord l’intégrale doulde qui forme le second membre 
de l’équation (5), et faisons 

G I O , . 

On aura, en vertu des équations (aX 
Y —y^ — — Qa. 

X_,r,=:- Pa, 

it .j(‘. 





<J TT 


Do plus, les points M <'l R étant oonsés très voisins l’un de l’autre, 
a sera une quantité très petite; et, si l’on veut que le point O soit aussi 
très rappro(dié du point R, il faudra supposer en outre 

( 9 ) ./■ — X=za y — V — y.r', z — a z\ 


x' , y', z' étant de nouvelles variables qui pouri'ont o])tenir de li'ès 
grandes valeurs [)osiliv('S ou négatives, mais (elles néanmoins (jU(' h's 
([uantités au/, av', a.z' restent toujours fort [u'tites. Ainsi, pnr 
('X(‘inple, si l’on eonsidèiM' a eomme un infiniment petit du premier 
ordre, il sera permis de considéiau- u-', z' eommi'. des quantités 
infinies de l’ordre pourvu (jue n soit /. Dans eette liypotlièse. on 
aura à fort peu près 

E, (l = (l -h P- -h QD' = • 

On aura d(' plus eu vertu d(' l’équation (i), 

^■=rP.r'U-Q/; 


et, par suite, les équations (<S) et (9) donneront 



d:r dy ~ 


P.:/' H- Q H- I 

_ 

((.,/_ !>)•.+ (y __ Q)-i+ (p,^;'+ yiÿ 


da-' df. 


Cela posé, si l’on désigne jjar A' la partie de l’intégrab' A, qui e.orri's- 
poiid à d('S vabmrs de x, y, z fort peu dillèiamles d(^ X, Y, Z, on 
trouvera 


(ro) 


A' 


ensO Jl 


P.t'+ O v'h- I 


du:' djd 


pourvu que l’on fasse 

(11) P = ((,r/- P)-^-h (/- oy+ (P.r'+ qy+ydÿ 

~ ( èdko + ( ‘ + P' ) -i- + ( I + Q- ):>' 


et que l’on prenne la nouvelb*. intégrale entre les limites x' = — oo, 
u;' = H-oc. y = — CO, y = 4- oc. D’ailleurs entre ces memes limites 
on a évidemment 


i 




d.d dy' — O. 


O-' 



./• — — 'X , ,r — -i- X ; 
r '— — yz , r'zr;4- x . 

Soit maiiUenant y'=:x' t : ou aura (uitr(‘ les liniilcs o et oo (1(‘ tontes 
les variables 


(lo.) 




flW-lf 


.r' d.r’ (ft 


(■( 0 


( I -T- //- -i- + I h (J- /-),/•'- 

<ll 


e-(j 


“ - (?()S- 0 . 


J 1 + PM 2 P<^>/ -h 1 H- < r-/- 

En quadruplant (‘etl<' valeur, on obtieiuliai e(‘llo de l’inlégrale 
j] ~ y/ • pi'ise entre les limites — oo et + co des deux variabb's; (U. 
par suite la formule (la) (bîviendra 
(i3) A' — — o.rErosO. 


Les calculs précédents suppostmt la quantité a, ou Z — u,. posiliv(‘. Si 
(die eût été négative, on aurait ('iicorc', trouvé la inéine vabuii* de A', 
mais avec un signe dillérent. On aura donc généralement 

(14) K' — ZÇ. 27-1'^ cosO, 

le siglU', supérieur devant être ado])lé si Z surpasse' ('t le signe 
inféi'ieiir dans le cas contraire. 

De même, si l’on désigne par IL la jjartie de l’intégrale 11 ([ui coi're's- 
pond à d('s valeurs de x, r, j:, très [)eu dilférentes de X, Y, Z, on 
trouvera 

(15) |{'x=± 2 7:lv <'(>s0, 

le signe + devant être^ adopté si surjmsse Z. ('t le signe — dans le 
cas contraire. «D’ailleurs, les quantités 

O, -Z 01 0,-Z 


étant toujours nécessairement de signes o])posés, il en sera de même 
des quantités k' et B'. La différence de c<'s dernières, lît })ar suite celle 
des quantités A et B, sera donc toujours égale, abstraction faite du 
signe, à 4"E cosO. c. g. r. d. 


m NOMBRES POLYGONES. 


bulletin de la Sociâté P Idiomatique ^ p. 196-197; i 8 i 5 . 


Le tliéorème dont il s’agit consiste en ce que tout nombre entier 
peut être formé par radiUtion de trois triangulaires, de quatre carrés, 
de cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi do suite. Les deux 
premières parties de ce théorème, savoir, que tout nombre entier est 
la somme de trois triangulaires et de quatre carrés, sont les seules qui 
aient été démontrées jusqu’à présent; ainsi qu’on peut le voir dans la 
Théorie des nombres de M. Legendre, et dans l’Ouvrage de M. Gauss, 
qui a pour titre Disquisitiones arithmeticæ. J’établis dans le Mémoire 
que j’ai donné à ce sujet la démonstration de toutes les autres; et je 
fais voir en outre que la décomposition d’un nombre entier en cinq 
pentagones, six hexagones, sept heptagones, etc., peut toujours être 
effectuée de manière que les divers nombres polygones en question, à 
l’exception de quatre, soient égaux à zéro ou à l’unité. On peut donc 
énoncer en général le théorème suivant : 

Tout nombre entier est égal à la somme de quatre pentagones , ou à une 
semblable somme augmentée d'aune unité; à la somme de quatre hexa- 
gones, ou à une semblable somme augmentée d\inc ou de deux unités; à 
la somme de quatre heptagones , ou à une semblable somme augmentée 
d’une, de deux ou de trois unités, et ainsi de suite. 


La démonstration de ce théorème est fondée sur la solution du pro- 
blème suivant : 

Décomposer un nombre entier donné en quatre carrés dont les racines 
fassent une somme donnée. 

Je réduis ce dernier problème à la décomposition d’un nombre 
entier donné en trois carrés, en faisant voir que, si un nombre entier 
est décomposable en quatre carrés dont les racines fassent une sornine 
donnée, le quadruple de ce nombre est décomposable en trois carrés 
dont l’un a pour racine la somme dont il s’agit. Il est aisé d’en conclure 
que le problème proposé ne peut être résolu que dans le cas où le 
carré de la somme donnée est inférieur au quadruple de l’entier que 
l’on considèri^, et où la différence de ces deux nombres est décompo- 
sable en trois carrés; ce qui a lieu exclusivement, lorsque cette dilFé- 
rencc, divisée par la plus haute puissance de 4 qui s’y trouve contenue, 
n’est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 7 pour reste. 
Si aux deux conditions précédentes 011 ajoute celle que le nombre 
entier et la somme donnée soiimt de même espèce, c’est-à-dire, tous 
deux pairs ou tous deux impairs; on aura trois conditions qui devront 
être remplies pour qu’on puisse résoudre le problème dont il s’agit. 
Mais 011 ne doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les 
fois qu’on pourra satisfaire à ces mômes conditions. Pour qu’on soit 
assuré d’obtenir une solution, il faut en outre, et il suüit, que la 
somme donnée soit supérieure, ou égale, ou inférieure au plus d’une 
unité, à une certaine limite dont le carré augmenté de deux équivaut 
au triple du nombre donné. 

En appliquant ces principes aux nombres impairs ou impairement 
pairs, on reconnaît facilement que tout nombre entier impair, ou divi- 
sible une fois seulement par 2, peut être décomposé en quatre carrés, 
de manière que la somme des racines soit un quelconque des nombres 
de môme espèce compris entre deux limites dont les carrés soient 
respectivement le triple et le quadruple du nombre donné. 

On démontre avec la meme facilité que tout nombre entier j>eut 


iOÙ TÜKOKKME DE FEilAlA'j SI R LES iNOMRllES POLYGONES. 


loujoLirs èlrii décomposé en quaire carrés de manière que la somme 
soit comprise entre les deux limites qu’on vient d’énoncer. Ou doit 
seulement excepter parmi les numbia's impairs les suivants : 

I, 5 , 9, II, 17, 19, •<9, 4 i; 

et, parmi les nombres pairs, tous ceux ([ui, divisés par une puissance 
impaire de donnent pour quotient un des nombres premiers 

I , b, 7, 11, 17. 

A l’aide de ces propositions et de quelques autres semblables, on 
parvient sans peine, non seulement à prouver que tout nombre entier 
est décomposable en cinq pentagones, six liexagones, etc.; mais 
encore à efîectm'r cette décomposition de, telle sorte, (jue les nombres 
composants soient tous, à l’exception de quatre, égaux à zéro ou à 
l’unité. 



DÉMONSTRATION 

THÉORÈME CUmiiOX SUR LES «OMBRES. 


Bidlelui (le la. Suciêté PluLoiiiiitujiæ, [>. i33-i35; i.SiO. 


(Jii a pu voir dans In dnniinr luiinnro de ce HuUeLin l’nnoncn d’une 
propriél.é iM'niaiajuable des IVaclions ordinaires oliscrvée par 
M. .1. Farey. 

CeU(^ propriété n’est ([u’nn simple corollaire tl’iin théorème curieux 
(jue je vais commencer par établir. 

Fiiéohème, — Si, après a\'oir rangé dans leur ordre de grandeur les 
fractions irréductibles dont le dominateur n'excède pas un nombre entier 
donné, on prend à volonté dans la suité ainsi formée deux fractions 
consécutives , leurs dénominateurs seront premiers entre eux, cl elles 
auront pour différence une nouvelle fraction dont le numérateur sera 
Vanité. 

Démonstration. — Soit la plus p('tite (h's deux IVactions (jue l’on 

considère, et n le nombre entier donné. Soient de plus a.' et b' les jilus 
grandes valeurs entières que l’on puisse attribuer aux variables x et y 
dans l’équation indéterminée 

( 1 ) bx — ay — I 

en supposant toutefois b' .yf.n. La fraction étant irréductible par 
hypothèse, et la valeur de b' véritiant l’équation ha' — ah'~^, h et// 



seront nécessairement premiers entre eux, et Ton aura de plus 

a! n 1 

V~ b~W’ 

La traction ^ jouira donc, relativement à la traction des propriétés 

énoncées par te théorème, et pour établir ce meme théorème il subira 
de prouver que, parmi toutes les Tractions irréductibles dont le déno- 
minateur n'excède pas n, celle qui surpasse immédiatement est préci- 
sément — ■ On y parvient de la manière suivante. 

Les diverses valeurs de / qui résolvent l’équation (i) Torment la 
progression arithmétique 

b' — 2 é, b' — é, é', b'-A-h^ é'H- cé, ... 


et puisque b' est la plus grande de ces valeurs qui suit com[)rise dans 
n, on a nécessairement 

n ■< //h- b. 


Soit maintenant ^ une fraction irréductible et plus grande que ' 1 '^ 

j)risc parmi celles dont le dénominateur iLexcède pas n. Si T’on Tait, 
pour abréger 

(2) bj—ag=m, 


on aura 


f a m 

l~ bg' 


f a 

Ainsi la différence des fractions ^5 ^ sera généralement exprimée 

par et si, on donne à m une valeur constante en laissant varier g, 

cette différence aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la 
])lus grande valeur ])ossible. D’ailleurs les diverses valeurs de g qui 
satisfont à réquation (2) sont évidemment comprises dans la progres- 
sion arithmétique 


• • : 


inb' — 2é, mh' — 6 , mb\ mb'-\-b^ mb'-\-2b^ 


dont le terme mb'-^ h, égal ou supérieur à b' b,- est par suite supé- 
rieur à 72, et, comme ne doit pas excéder n, il est clair qu il sera 

tout au plus égal au terme mb' ; d'où il suit que la fraction ^ ne 

og 

pourra devenir inférieure à 

m I 

mh' h ~ hb'' 

Donc, parmi toutes les fractions supérieures à et dont le dénomina- 
teur n’excède pas n, la plus petite est celle dont la dilférence avec - est 
égale à c’est-à-dire, la fonction —• 


(Corollaire. — Si, parmi les fractions dont il s’agit dans le théorème, 
on en prend trois do suite à volonté, en désignant ces trois fractions 
par 

tt ni ((" 

h'' V ’//’ 


on aura 

et par suite 
d’où Ton conclut 


(i b — (d)' z=z I , (d l) — ni b" ■=. i , 

d b — ab’ — a b' — a' b" ; 


((. - 1 - n" n! 

b //' // 


Cette dernière équation n’est autre chose que l’expression analytique 
de la propriété observée par M. .1. Farey. 


S(j|i 


LES RACINES IMA&INÂIRES DES ÉQUATIONS- 


Bullclin de lu Société Philomatique^ p. D-g; 1S17. 


,!(' suis propusQ d’ulablir, par iiiu* (léiuonslralioii cliriM’.Le et 
simple, la proposition qui sert de base à la théorie des racines imagi- 
naires, et qu’on peut énoncer comme suit • 

Théorème 1. — Si V équation 

( I ) , H-- (tx h- <u - H- . . . -I- cOi - 1 ’L’ H- — ( > 

nV/ pas de racine réelley on pourra toujours y satisfaire en prenant pour 
X une expression de la forme 

( ‘A ) X ~ /'(cos cp ±1 \J — I ) S i 11 cp ; 

OU, en d'autres termes, on pourra trouver pour r et ip un système de 
valeurs réelles qui vérifient en même temps les deux équations 

( /'"COS/iCp H- //| /’" ■ ‘ COS(// — [)(p H- . . . H- -1 /'COSep H- « = O, 

( O ) < , 

( /■" sni //cp + « 1 /•" ' sin (/I — [)(^ -+-... -h /7.,i._i/’smcp u. 

La démonstration de ce théorème est fondée sur les deux lemmes 
suivants : 

Lemme I. — Soit y'( y) = O une équation dont y = b représente une 
racine réelle, mais qui ait une seule racine égale à h, on pow'ra toujours 
attribuer à S une valeur assez petite, pour que, v étant égal ou inférieur 
à ê, Vune des deux fonctions fip-^-'v), f(h — e) soit constamment 
positive, et Vautre constamment négative. 



En olînt, puisque /(/;) = o, si l’on développe J\h±z^') suivunl les 
puissances ascendantes de c, on aura une équation de la forme 

(■ .'i ) f {b ± (>) = ± B V G zt D !’•' H- . . . = ± B r ( i ±: | ' r -i- . . . ) 

\ b / 

B n’étant pas nul, attendu (}u’on suppose une seule racine égale à b. 
Or, e venant à décroitre, le signe du second luemhre de Téquation (4) 
linira par dépendre uniquement du signe de son premier terme itBc; 
et par suite les signes d('s deux fonctions /'(/; + r'), /(/; — c) finiront 
par etiM' respectivement égaux à ceux des quantités 4- Bc, — Bc. 
Donc, etc, 

Lemmc II. — Si f(x, y) ■■■= o désigne une fonction ralionncllc et entière 
r/’a-’ et d'y, et que pour une certaine valeur de x V équation f{x, y) = o 
résolue par rapport à y fournisse plusieurs racines réelles inégales: æ 
venant à croître ou à décroître par degrés insensibles, les racines réelles 
de V équation varieront elles-mêmes par degrés insensibles sans qu'aucune 
d'elles puisse disparaître, à moins que qn'énlablement l'équation 
n'acquière des racines égales. 

En elfet suiqiosons qm;, pour .r; = //, l’équation admette 

plusieurs racines réelles inégales dont l’une soit y = Z?. On pourra 
(lemme 1) assigner à 6' une valeur assez petite, pour que, c étant égal 
ou inférieur à 6' sans être nul, l’uiie des deux quantités /(«, b-\rc) 
f(a, h — e) soit constamment positive et l’autre constamment négative. 
De plus, e ayant une semblable valeur, on pourra toujours attribuer à 
a une antre valeur assez petite, pour que, u étant égal ou inférieur à a, 
les trois quantités 

f{a — U, h + (•’), J\in b + <'): b -1- r j 

soient de meme signe, et qu’il en soit encore de même des trois 
suivantes : 

j\a — //, b — (>;, /(«'/', b — r), j\<t -\~ u , b — c ). 

Cela posé, il est clair ; i" que f{(i — u, b -f- c; et f(a — u, b — c) seront 
de signes contraires : " que f{ a + u, b 4- c) et f{a -é- u, b — c) seront 



également de signes cuntraires; d’où il suit que, u étant égal ou infé- 
rieur à a, chacune des équations 

résolue par rap[)ort à j, fournira une racine l’éelle comprise entre les 
limites J = — c, j = /;4-e. Ainsi, c ayant une valeur très petite, 
pourvu qu’elle soit inférieure à S, on peut assigner à a une valeur telle 
X venant à croître depuis a jusqu’à a-\-c/., ou à clécroîti-e depuis a 
jusqu’à a — a, l’équalion J[x,y) = {), résolue par rapport à v, 
conserve toujours une racine réelle comprise entre les limites h — r, 
é)-l-e, c’est-à-dire, une racine qui ne dilfère pas sensiblement de h\ ce 
qui suûit pour établir le lemme énoncé. 

Comme on n’altère pas la forme de l’équation /(a:;, yj — o e.ii y 
changeant x en ^3 on doit (ui conclure que le lemme II subsiste dans b', 
cas mériuî où la valeur de x représentée par a devient inlinie; et l’on 
peut assurer que, si j)our^=o, ou x—cc, ré(]uatioir/(a;, _r) = o 
résolue par ra[)poi‘t à y fournit plusieurs racines réelles et inégales, la 
même équation pour de très petites valeurs de ^ inférieures à une 
certaine limite a, ou, ce qui revient au meme, pour de ti*ès grandes 
valeurs de x supérieures à la limite ^5 admettra autant de racines 
réelles fort peu différentes des premières. 

Lorsque l’équation f<^x, y) = o est du degré n par rapport à y, elle 
ne saurait admettre n racines réelles dillerentes de valeurs, que dans 
le cas où elle n’a pas de racines égales. Si donc, pour x — n, elle a en 
effet 71 racines réelles dilfércntes; et qu’en faisant varier x par degrés 
insensibles, on finisse par faire disparaître une ou plusieurs de ces 
racines; puisque dans l’intervalle ces racines elles-mêmes varieront 
par degrés insensibles, sans qu’aucune puisse disparaître avant que 
l’équation n’acquière dos racines égales, il est clair que dans le 
même intervalle une certaine valeur de x aura déterminé une réduc- 
tion dans le nombre des racines réelles, en amenant l’égalité de deux, 
ou de plusieurs d’entre elles. 


Venons maintenant à la démonstration du théorème I. 


Démonstration. — Si dans les équations (3) on fait cosg = .v, elles 
prendront la forme 


/«(r, s), .y) désignant deux fonctions rationnelles et entières de 

r et de s, Tune du degré ji, l’autre du degré n — i ; et il suffira évidem- 
ment de prouver que, dans le cas où l’équation (i) n’a pas de racines 
réelles, on peut satisfaire aux deux suivantes : 

(G) { Mr,s) = o, 

( .v) = o, 

par un meme système de valeurs réelles de r et de o, ou, ce qui revient 
au meme de r et de .y = cos 0 étant compris entre les limites dzi. 
Or, la supposition r~cc réduit les équations (3) à celles-ci ; 

( C 0 S//.O=:o, 

(:) . 

( sia//cp — O. 


Ces dernières fournissent respectivement pour cüscp = .y, la première 
n racines réelles inégales, savoir : 


(S) 


TT 3 TT 

,v =: (;05 — 3 .S' — fos — 3 

2 II. ■>. n 


J ( 2 // 3)7; ( 2 /i — l)7r 

/ S z=z COS 3 .Ÿ (‘OS ; 

2 // •>. n 


(',t la seconde n — t racines réelles pareillement inégales, savoir : 
( 9 ) 


n 

,V — ( ‘OS — 3 
// 


s — cos ■ 


(// — l)- 
.S‘ zrr COS 

n 


indépendamment des deux valeurs comprises dans la formule 

(lu) s=±i, 

d’où il suit que, pour le cas de 7-=oo, on satisfait à l’équation 
s) — O au moyen des valeurs des données par les formules (SV 
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Vi 

;t à l'équatiuii 

Il — •!>'■) 'N s)~o, 

iLi, ce qui revient au meme, aux deux suivantes 

1 

I 1 — s) ~(), 

j_ 

>ar les valeurs (^9) et Uo); savoir, à l’équation (1 — .v‘-^)' = o par les 
aleurs (10) seulement, et à l’équation ■v) = o par les valeurs 

9). On doit en conclure (lemme II) que, pour de très grandes valeurs 
le r supérieures à une certaine limite H, les équations (6) résolues par 
apport à .f doivent respectivement fournir, la première n racines 
éelles très peu différentes des valeurs (8), et la seconde n — i racines 
éelles très peu différentes des valeurs (9), 

Supposons maintenant que dans les équations (6) r vienne à 
lécroître par degrés insensibles depuis r= R jusqu’à r~o. Il arrivera 
le deux choses l’une. Ou, dans cet intervalle, les un — t valeurs réelles 
le s qui servent de racines aux é(fuations (()'), et qui varient avec r par 
legrés insensibles, subsisteront toujours sans se confondre, l't sans 
}ue l’ordre de leurs grandeurs respectives soit jamais altéré; ou ([uel- 
{ues-unes de ces valeurs, d’abord différentes, deviendront égales entia*, 
îlles. Il est inutile de considérer séparément le cas où quelques 
■acines réelles finiraient par disparaître soit dans l’une soit dans l’autre 
les équations (6); parce qu’en faisant l’application du lemme II à c('s 
nêmes équations, on reconnaît sans peine que le cas particulier dont 
l s’agit rentre, dans la seconde des deux hypothèses qu’on vient de 
aire. De plus il est facile de voii* (juc la première hypothèse est iiiad- 
nissible. En effet, ne pouvant être nul, puisque l’équation (r) est 
iupposée n’avoir pas de racines réelles, on Jie saurait évideinnu'nl, 
jour de très petites valeurs de i\ satisfaire à la première des équations 
6), ou, ce qui revient au meme, à la première des équations ( 3 ), par 
les valeurs de .y = cos9 comprises entre les limites ±1. D’ailleurs, 
,ant que la première des équations (6) conserve n racines réelles 

nPCTCllpC PHTYITYIP PPC l’QPinPC ’VrdriPnt OVOr» t* -nov i n o Pr> <5 i K I ne 


aucune d'elles ne peut dépasser les limites ± i, sans avoir préalable- 
ment atteint ces mêmes limites; et d'autre part, si, pour une certaine 
valeur de r, on pouvait satisfaire à l’équation /^(r, s) = o en supposant 
.s‘ = COS9 — + 1 , la même valeur de /• vérifierait la première équation 
( 3 ) réduite pai* cette supposition à 

et 1 équation (1) aurait une. i-acine réelle égale, au signe près, à celte 
valeur. Donc, puisque l’équation (i) n’a pas de racines réelles, 011 
peut assui'er que, pour de très petites valeurs de ?■, la première des 
équations (6) résolue par rapport à .v n’aura plus de racines réelles, 
non seulenu'iil (uitre. les limiti's .v = +j, mais meme hors de ces 
limites. 

La seconde des deux hypothèses entre lesquelles nous devions 
choisir est donc la seule admissible; et nous devons conclure que, ;■ 
venant à décroître au-dessous de la limite h par degrés insensibles, les 
‘.i/i — I valeurs réelles de v <{ui servent de racines aux équations (G ) 
varieront d’abord pendant un certain temps par degrés insensibles en 
conservant l’oi'dre do leurs grandeurs la-spectives, mais qu’à la fin une 
certaine valeur de ?' amènera Légalité de deux ou plusieurs racines 
réelles. 

Il est de plus évident qu(', la première égalité qui se présentera 
sera celle d’une ou plusieurs racines qui se suivaient immédiatement 
dans l’ordre de grandeur observé pour 7- = R, c’est-à-dire, pour des 
vahuirs de très considérables, ou, ce qui revient au même, pour 
j‘=œ; et comme l’inspection seule des équations (8) et (9) suffît 
pour faire voir que les diverses racines, rangées d’après cette loi, 
appartiennent alternativement à la première et à la seconde des 
équations (6), il est clair que la première égalité sera celle d’une ou 
de plusieurs racines de la première équation avec une ou plusieurs 
racines de la seconde. Enfin, comme avant cette première égalité 
aucune racine réelle de l’équation fn(r, s) = o n’aura pu disparaître, 
les racines qui deviendront alors égales entre (dles, se Irouveront 
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nécessairement, par les raisons que nous avons développées ci-dessus, 
comprises entre les limites Hzi. Donc, /■ venant à décroître, les équa- 
tions (6) finiront par obtenir une racine réelle commune ^ comprise 
entre les limites ± i • c. q. f. d. 



SECONDE NOTE 


Sül! 

LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. 


Bulletin de la Société Plulüinatique, p. 1817. 


Qu'il soit toujours possible de décomposer un pül3niome en facteurs 
réels du premier et du second degré; ou, en d'autres termes, que 
toute équation, dont le premier membre est une fonction rationnelle, 
et entière de la variable x, puisse toujours lUre vérifiée par des vabnirs 
réelles ou imaginaires de cette variable : c'est une proposition que l’on 
a déjà prouvée de plusieurs manières. MM. Lagrange, Laplace et Gauss 
ont employé diverses méthodes pour l’établir; et j'en ai moi-môme 
donné une démonstration fondée sur des considérations analogues à 
celles dont M. Gauss a fait usage. Quoi qu’il en soit, dans chacune des 
méthodes que je viens de citer, on lait une attention spéciale au di^gré 
de l'équation donnée, et quelquefois meme on remonte de cette 
dernière à d’autres équations d’un degré supérieur. Ces considérations 
m’ayant paru étrangères à la question, j’ai pensé que le théorème dont 
il s'agit dépendait uniquement de la forme des deux fonctions réelles 
que produit la substitution d’une valeur imaginaire de la variable dans 
un polynôme quelconque; et j'ai été assez heureux, en suivant cette 
idée, pour arriver à une démonstration qui semble aussi directe et 


S()i(y(j-) lin poJynomo quelconque en a-. Si Ton y subslilu(‘ poiu* 
æ une valeur imaginaire u-+- — r, on aura 

( I ) J\lf -!- r y -— 1 ) =r: P -i- O 1^'--^ I . 

P ('(, Q étant, deux fonetioiis réelles u et e. De plus, si l’on fait 

('.>,) -I- O ^ — I “ K( cn.s'^l’ -h \ — 1 siiPJ' ), 

H sera ce qu’on appelle 1(' module de l’expia'ssion ima^inaiia' 

P + Q ; 

('L sa vah'iir sera donnée ])ar l’équation 
( 3 ) IPrr:P-^-l-(r^ 

Cela posé, le théorème à démontrer, c/es( que l'on poiiri-a toujours 
satisfaire par des valeurs réelles de u et de r aux deux é(j nations 

P O, <)z=o; 

OU, ce qui revient au meme, à l’équation uniqiu' 

H=:o. 

Il im])orte donc de savoir quedles sont les diverses valeurs que peut 
recevoir la fonction R, et comment cette fonction varie avec u el e. On 
y parviendra, comme il suit. 

Supposons que les quantités u et e obtiennent à la fois les accrois- 
sements A et k, et soi{'nt AP, AQ, AR, les accroissements correspon- 
dants de P, Q, R. Les équations (3) et (t) deviendront respectivement 

( I ) (R H- AR)--^= (P -I- AP)-^h- (Q -I- IQ 

( .■) ; I ’ -1- A P + ( (^) -1- At'é J 

— /(// H- (’ v''— i) -I- fl -I- /.• \/— \ )= /{ a. -1- (’ v'~ ) 

-h {^// -I- /.• y -- I ) /, (// -I- (- i) 

-I- { fl 4- k \ — I (j/ H- r \f~- I ) 4- . . . , 

/i, /o, ... désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de l’équation 
(5) les valeurs P + AP et de Q + AQ, il suffit de ramener le second 
membre à la forme p-\-g\/ — i. C’est ce que l’on fera en substituant à 



J {a + V — 0 valeur R(cosT -H — i siuT), et posant en outre 

h -e k \f-~ I = P ( cos 0 -t- — 1 siii Ü ), 

J'\ (// H- c V •— i) = H| (cosT I + \l-~ I siuTi ), 

./«( /i' + c \/ — I ) =: R.j( ('osT.j --h — I siirj".j \ 


i\.près les réductions elTectuées, l’équation (5 ) deviendra 

(6j P-hAP + (Q + AQ)^'~ 

R COS T -h Ri P cos ( T I H- 0 ) -h R.j p- cos ( T., + 2 Ü ) + . . . 

-I- 1 R si II 'J' + R, P siii CI'i H- 0) -4- R.,p'Psiii (T-, -t- -lO ) 4- . . . ] I 

et l’on en conclura 

I P H- Al * rr: R COS T + R| p COS ( T, -j- 0 ) -f- Ro p- cos ( T;, -+- 2 Ü ) 4- , . . . 

^ ^ ' I -4 à(J — R si U T 4- R| p sili (T, 4- 0 ) 4- R-i p‘^ siii { T.j -420)4-..., 

(8) (R 4 - AR)-=: I RcosT 4 - Ri p cos (Ti 4- 0) -4 R-ip- cos(Tj 4 - '.iOj 4 -. . .]- 

4 - I RsinT -4 R| psin(T, 4- 0) 4 - R.> p-sin (T.> -4 2 0) 4- . . . |-. 

Supposons inaint('nant qu(', pour certaines valeurs at(ribué(‘s aux 
valeurs // e( e, l’équation 

Pv = O 

ne soit pas satisfaite. Si dans cette hypothèse R| n’est pas nul, l(‘ 
second membre de l’équation (8) ordonné suivant les puissances 
ascendantes de p deviendra 

1 î- 4 - 2 RR I p cos ( T I — T 4 - 0 ) -4 ... ; 

(R par suite; la quantité 

(R4- AR)-— RS 

où, l’accroissement de R- ordonné suivant les puissances ascendantes 
de p aura pour premier terme 

2 . RRn p- cos ( T I — T 4 - 0 ) . 

Si dans la meme hypothèse R^ était nul, sans que R^. le fût, l’accroisse- 
nient de R- aurait pour premier terme 

2 RR .1 p- cos ( Tj — T 4 - 2 0 ), 
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etc. Enfin ce premier terme deviendrait 

2 RR, J p" cos ( T" — T -f- // Ü ) , 

si pour les valeurs données de ii et e toutes les quantités Ri, Ko, . . . 
s’évanouissaient jusqu’à R„_i inclusivement. D’ailleurs, si Ton attribue, 
à c des valeurs positives très petites, et à G des valeurs quelconques, 
ou, ce qui revient au meme, si Ton attribue aux quantités h et k des 
valeurs numériques très petites; raccroissement de R-, savoir, 
(R + AR)- — R^ sera de meme signe que son premier terme repré- 
senté généralement par le produit 

( 9 ) 2 RR,i P" cos ( T„ — T -s- /i 0 ) 

et, comme la valeur de 6 étant arbitraire, on peut en disposer de 
manière à rendre cos(T„ — T H- 7^6), c’est-à-dire, le dernier facteur 
du produit (9), et par suite le produit lui-rnème, ou positif ou négatif; 
il eu résulte que, dans le cas où des valeurs particulières attribiun's 
aux variables a et e ne vérifient pas l’équation R = 0, la valeur corres- 
pondante de R' ne peut être ni un maximum, ni un minimum. Donc, 
si l’on peut s’assurer a priori que R- admet une valeur minimum, on 
devra en conclure que cette valeur est nulle, et qu’il est possible de 
satisfaire à l’équation R = o. 

Or R- admettra évidemment un minimum correspondant à des 
valeurs finies d(i il et de e, si, pour de très grandes valeurs numériques 
de ces mêmes variables, R- finit par dov('nir supérieure à toute ([uan- 
tité donnée. D’ailleurs si l’on fait 

n H- (’ — I — /'(c.osc -I- \/ — I siii ô) ; 

à de très grandes valeurs numériques de a et e correspondront de très 
grandes valeurs de r, et réciproquement. Donc, pour que l’on puisse, 
satisfaire à l’équatioii R = o par des valeurs réelles et finies di's 


1 


n ** ! / 


linisse par devenir consLammenl, pour de très grandes valeurs de r, 
supérieure à tout nombre donné. 

La conclusion précédente subsisü' également, que la lonction y\u:-) 
soit entière ou non. Elle exige seulement que P et Q soient des 
fonctions continues des variables ii et e, et que les quantités IL, ••• 
ne deviennent jamais inlinies jmur des valeurs linies de ces memes 
variables. 

Supposons (Ml particulier que la fonclion y'(u;)solt entière, et faisons 
en conséquence 


‘ -I- . . . -I- i.r-l-//,,. 

Les équations (^lo) doiineroiil 

J> _]_ {) ^ 1 — yj /-co^,; H /'.si 11 c. ^ — I ] 


VOi^/IZ H- 


('M cns(/i. - - 1 ) r. 


-1- ><„■ 


• • H • Un 

1 /•!•( 

. . -1- fl." ' 

sili 

co.s 

"‘L 


r 




/if • — i ) c sili :• 

ao r " ' 




•>. ^<1 c.os r. 1 

, 1 


[ H- 

i- . , 



f(» r 



or il est clair que, pour de très grandes valeurs de r, la valeur prècii- 
dentc de R- finira par surpasser toute quantité donnée. Donc, en 
vertu de ce qui a été dit plus haut, l’on pourra satisfaire par des 
valeurs réelles de ii. et de e à l’équation 

H r - O , 

OU, ce qui revient au même, aux deux suivantes : 

P n:; O, (^) = n. 

Au reste la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli- 
cable au cas où la fonction /(.X') est entière; et, lors meme que cotte 
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function cesse de l'ètre, les raisuniieiiieiils duiiL nous avons fait, usage 
peuvenL servir à décider, s’il est possible de satisfaire à l’équation 

par des valeui*s réelles ou imaginaires de la variable a.-. 



Slilî 


UlNE LOI DE RÉCIPROCITÉ 
am EXISTE ENTRE CERTAINES EONCTIONS. 


HuUclui tir ht Surictc Philonuiliiiiic, p. I2l-lv.|; tSij. 


i\()us avons établi, dans iiütrn Méiiioiro sur la lh(M)i‘i('. di's ondns, 
coi’taines forniiiles qiu' M. Poisson a égalomBut obtoiuios d(^ son côté, 
et desquelles il résulP' que, si deux fonctions respectivement désignées 
par les caractéristiques /et 9 satisfont à l’équation 

1 

(O /(■^} — (^) f cos 

J J 1 r* — ^ > 

l’intégrale étant ])rise entre les limites p. = 0, p. — ce , la même équa- 
tion subsistera encore, lorsqu’on y remplacera la fonction f par la 
fonction 9 et la fonction 9 par la fonction /. De même, si l’on désigne 
par /et 4' deux fonctions qui vérifient l’équation 

1 

( 2 ) /‘(.r ) = M f iJ.,v ) cltj. ~ 

\^ / J r * — ^ 3 

cette équation subsistera encore après l’échange de la fonction / 
contre la fonction 4 nt de la fonction 4 contre la fonction /. ün voit 
donc ici se manifester une loi de réciprocité : i" (uitia' les fonctions /et 
9 qui satisfont à l’équation (i) ; entre les fonctions / et 4 qui satis- 
font à l’équation (.‘>/. Nous désignerons pour cette raison b's fonctions 
f{oc), 9(^) sous le nom de fonctions réciproques de premièi’e espèce, 
('.t les foiuîtions f{^), 4(''^') foiu'lions réciproques de 



secundo espèce. Ces deux espèces de fonctions peuvent être employée 
avec avantage pour la solution d’un grand nombre de problèmes, ( 
jouissent de propriétés remarquables que nous nous proposons ici d 
faire connaître. 

D’abord, en dilférentiant plusieurs fois d(‘. suite par rapport à , 
réquation (i), on reconnaîtra facilement que si 

/(.v) cl 9(.r) 

sont deux fonctions rè(“ij)ro(|ues de première espèce, 

/"(.'>■) cl — /v-o(.r') 

seront eiicoia', deux fonctions réciproques de première espèce, et qu’ 
en sera de même des fonctions 

f' {.r) cl ./■' 9 (,/-), 

/'■'(./•) CL 9 (,y), 

etc. 

Au cuiilraire, 

J" {.<■) ei ,/• 9 (./•), 

/’"{.»■) Cl 9 (,/j, 

clc. 

seront des fonctions réciproques de seconde espèce. On arriverait 
des conclusions analogues eu dilférentiant plusieurs fois de suite j)j 
rapport à x les deux membres de réquation (2). 

On reconnaîtra avec la môme facilité que, si 

J U:) ei 9(,x.-) 

sont deux fonctions réciproques de première es])èce, la fonction 

9 (j?) cos(/ivr) 

aura pour réciproque de première espèce 

p/(/>+,r)+/(4— 

toutes les fois que k sera plus grande que x, et 

l(/(4- + .r)H-/(,x-/,)] 


dans le cas contraire, tandis que la fonction 

O (a') sili/ivr 

aura pour réciproque de seconde espèce 

dans la première hypothèse, et 


dans la seconde. Les diverses propositions ci-dessus énoncées supposent 
les quantités k et ce positives ; mais il est facile devoir les modifications 
qu’on devrait y apporter, si x et k devenaient négatives (^). 

Les principaux usages, auxquels on peut employer les fonctions 
réciproques, sont les suivants : 


1" Elles servent à la détermination des intégrales délinies. Ainsi, 
par exemple comme on a entre les limites p. = o, p. = oo, 


J c 'V cos iixx) d{j. — ' 

I e-n>- sin ( IJ..V ) dfj. = : 


on en conclut que 


a pour fonction réciproque de première espèce 

\ TT y /•’-}- Æ- 

et pour fonction réciproque de seconde espèce 

fiÿ , ^ - ■ 

\ TT / r- H- .--f- ’ 


(1) On poul remarquer encore, que si /(a?) et x(-t') sont deux fonctions réciproques de 
première ou de seconde espèce, kf(-v) cl kyr^{x) seront réciproques de môme espèce, 
k étant une constante prise à volonté. 


? Il n i r-i i^v; i w l’j i r u 1 1 il 

par suite les deux intégrales 

/ — (îos ( /JL ) du- 


- sin (p.r ) [j.d 


IJ. = o. 
I (J. = cc 


(l(jivent être Tu ne et l'autre égales à 




ce qui est eirectivement exact, ün déduit iinniédiatenieiit de considé- 
rations analogues la Idi'uinle qui sert à convin'tir les dilVén'iici's finies 
de puissances positiv('S en intégrafi's définii's. 


y." Les l'oiictioiis réciproques peuvent servir à transformer les inté- 
grales aux différences finies, et les sommes des séries, lorsque la loi 
de icurs ternu'S est coniuui, en intégrales définies. En elïét. à l’aide 
des fonctions réciproques, on peut remplacer une fonction (pielconque 
/(æ?) de la variable .2? par la fonction cos(p.Æ.') ou sin(p-iî^*) placée sous 
un signe d’intégration définie relatif à la variable \j. ; et comuK', on peut 
obtenir facilement l’intégrale de cos(p.ir) ou Rin(p..T) par rapport à x 
en différences finies, et que les deux espèces d’intégration sont indé- 
pendantes, il est clair qu’il sera facile de transformer une intégrale 
aux différences en intégrale définie. Il est bon de remarquer, qu’au 
lieu do chercher la valeur de f{x) en intégrale définie, on peut 
calculer d’abord celle de 

k étant une constante arbitraire, et multiplier l’intégrale trouvée par 
Cette observation suffît pour lever plusieurs objections que l’on 
pourrait faire contre la méthode, dans le cas où la fonction /(a;') dcvie.n- 
drait infinie pour des valeurs réelles de x. 

De même, si l’on désigne par 

le terme général d’une série, f{n) étant une fonction quelconque de 
l’indice n, on ramènera, par le moyen des fonctions récinroaues, la 


sommation de la série en question à celle d'une autre qui aurait pour 
terme général 

z"coà(y.j/ ) 

et qui est évidemment sommable. 

Dans le cas particulier où l’on suppose js=i, on peut appliquer à 
la formule trouvée la théorie des intégrales singulières, et l’on en 
déduit alors la proposition suivante : 

Désignons par a et ô deux nombres dont le produit soit égal à la 
circonférence du cercle qui a pour rayon l’unité; soient de plus /et cp 
deux fonctions réciproques de première espèce, et formons les deux 
séries 

f /((.j -i-/( u/j 1- — 

O { O ) H- ( /> ) -4- O f •>, è ) -I • • • • 

Le produit de la première série par a' sera égal à celui de lasecondt' 

|)ar b\ La première série sera donc sommable, toutes les fois que la 
seconde le sera, et réciproquement. Cette proposition nouvelle nous 
paraît digne d’être remarquée. Elle conduit immédiatement à la 
sommation des séries qu’Euler a traitées dans son introduction à 
l’analyse des infiniment petits, et à celle de plusieurs autres qui 
renferment les premières. Le cas particulier, où l’on prend f(œ') = e~''\ 
offre une série très régulière et très simple dont le terme général est 

de la forme ci' et dont la somme reste la même lorsqu’on y 

remplace a par 

3" Les fonctions réciproques peuvent encore servir à l’intégration des 
équations linéaires aux différences partielles à coefficients constants, 
ainsi que je l’ai fait savoir dans mon Mémoire sur la théorie des ondes. 

Telles sont les principales propriétés des fonctions réciproques. 
Peut-être, à raison des nombreuses applications qu’on en peut faire, 
jugera-t-on qu’elles peuvent mériter quelque intérêt. 


SECONDE NOTE 


SUR 

LES FONCTIONS RÉCIPROQUES 


Bulletin de la Sociélc Philoinalir/uc, p. iSS-iSi; icSihi. 


Nous avons déjà inséré dans le Bulletin de 181'- un article sur les 
Ibnctions réciproques de première et de seconde espèce. Ces tbiic- 
tions SC trouvent complètement définies par les deux équations 


1 


(') 


(0 


/(•^) = 1 

1 


dans lesquelles .x- désigne une quantité positive, et dont chacune 
subsiste forsqu'on échange entre elles les deux fonctions / et cp, ou 
bien /et '\i, qui s'y trouvent renfermées. Ainsi en admettant les équa- 
tions précédentes, on aura 


(3) 

cp ( 1^) = ( 


eus ( jJCV ) clv 

(^i) 



siii([J.v) ch 



( 5 ) 


/(.■/;)= ^ jJ' f(v) cos(iJ.a;) cos(iJ.v) dix dv I 

(6) /(a;) = ^jj /(^) sin (|J.v) dixdv, 

OU, ce qui revient au môme, 

( 7 ) Jf l ‘v = oi ^ I 

(8) JJ /(y) cos[J.(v — .r) ^/p. ^/v j ^ Z ^ | = ^/(■^')- 

Ces dernières formules, qui suffisent pour établir les propriétés des 
fonctions réciproques, sont celles dont M. Poisson et moi nous nous 
sommes servis, chacun séparément, pour intégrer les équations 
différentielles du mouvement des ondes. Au moment où j’ai rédigé 
sur cet objet l’article déjà cité, je ne connaissais d’autre Mémoire où 
l’oii eût employé les formules en question, que celui de M. Poisson et 
le mien; mais, depuis cette époque, M. Fourier m’ayant donné com- 
munication de ses recherches sur la chaleur, présentée à l’Institut 
dans les années 1807 et 1811, et restées jusqu’à présent inédites, j’y 
ai reconnu les mômes formules. Quoi qu’il en soit, comme on en a 
déjà fait, et qu’on peut en faire encore de nombreuses applications, je 
crois que les géomètres en verront avec quelque intérêt une démons- 
tration simple et rigoureuse. 

Pour établir les équations (7) et (8), nous chercherons les limites 


vers lesquelles convergent, 

tandis que 

a diminue, les intégrales 

doubles 

( 9 ) 

If /■( y ) C(JH [x ( y - 

1- oj) dix d'j^ 

( P = 0, P = 00 1 

1 V = 0, y — 00 j 

( '«) 

JJ 

Il e~^i^/(y ) cosp(y - 

- £c) d\}. dv\ 


en partant de ce principe, que si N désigne une fonction de v toujours 
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lositive depuis v = Vo jusqu'à v = Vj, et '/ une valeur quelconque de v 
ritermédiaire entre et Vi, ou pourra clioisir cette valeur intermé- 
iaire v' de manière à vérifier l’équation 



V = Vfl j 
V--V )' 



1 V = Vo ) _ 

( V — y, j 


lela posé, on trouvera 

jj f(v ) œsiJ.(v dv 

= f,-M '±± '* = “ l 

J y."' + ( V H- .V- y- ) v = yo \ 

^/7v') f I 

' J ^ y _l_ ^ yi / y — ^ ( 


UI'C laug-/(v'), 


' désignant une quantité positive!; et l’on en concluera en 
lisant a = (i 


Il /(’^) co.sp.( V H - .X-) du. dv j 


[Jt. — CO 

y — oc 


==<> X /((■') ~ O, 


U moins toutes les fois qiu' /(v) demeurera constamment finie pour 
es valeurs positives de v. 

On aura, au contraire. 


t en faisant a 


f ^!^'/( y ) cos p. ( y — ./• ) r/.ij. fh 
a dv ( y rr O 


//(Oj. 

/(v') 


H- (y — ( y = CO \ 

a dv ( y c) ) 


, / a- H- (v .r)- I y ce. 


— ( - + arc Lang- )/(y'), 


If 


f(v) cos a ( V — a' ) dix dv “ tt /Ïv' ] . 


SECONDE NOTE STUi LES FONCTIONS R ECIPRO O CES. 


Cette dernière équation prouve déjà que Tintégrale (8) iCest pas r 
en général, mais égale à Tune des valeurs du produit 

7 r/(v'). 

Il reste à déterminer exactement cette valeur. Pour y ])arveinr, 
serve que, si l’on fait 

V “ .V -1- a/f, 


U désignant uim nouvelle variable, on aura 


r ^ '^d.v \v — o /■ 


du U 


1 f- U- 


I " = ” i 


fn 


:v -+ au)- 


du 




l- I f(.r y.i() 


du 




I H- U- 


T/v ^ r'"" ~ 

-'-j + “■ ( 

( =r OO ) 


du 


/ 7:^ 


i ry “ 


H-y(.r + a// 


„ [' du 


U — H- 


a- 

a: 

r 


H- au’") 


Ç du 
J ï H- 


a.- 

X 

~~L 

/■ 5 


u’, u", II'" désignant trois valeurs de u respectivement comprises ent 
les limites des trois intégrales correspondantes. On en conclura, i 
efïectuant les intégrations 


jj Cûs;j.(v — .r ) dv j ^ 


00 

V — O, V — ce 


~ ( ai'C lang' — arc tang ^ \ / (.r - |- au') 


H- 2 arc tan g H- a u") 

/(.r-l- au'"), 


a.- 

Tt a, 

-1- / arc lang — ^ 

a- 


ct par suite en faisant a = o, puis observant que au" est compi 

i 1 

entre — a'x et + a’ œ, 

jj /(v) cosp.(v - .r) dy. dv | Z ^ Z “ | 7r/(.r), 

du moins toutes les fois que. /(v) restera constamment nni(‘ pour d 
valeurs positives de v. 


NOTE 

SUR L’INTÉ&RATION D’UNE CLASSE PARTICULIÈRE 
D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


BuUelin do. la SnciéLô P/iilomalifiiie., p. 17-20; iSiS. 


Oti sait cfue l’on regarde l’équation difFérentiellc 
(>) ({y = ^ 

comme intégrée, lorsqu’on a trouvé un facteur propre à convertir le 
premier membre de cette équation en une difTérentielle exacte. De 
plus il est facile de voir que 

1’ dy — Q clx et dx + Q dy 

seront des différentielles complètes, si P et Q désignent deux fonc- 
tions réelles d’a; et d'y liées entre elles par une équation de la forme 

(2) — p_Q^_i. 


On aura en effet dans cette hypothèse 


£/P 

dy 


d() 


V/- 


y/— f Cp'(.7.* -I- J \/ — I ) 


dx 




dx 


^ Q) 

dy dx ’ dx dy 


et par suite 


zdi' aui\ L, 1 1 I u ui-siL Uii^iv^or. ia i\ ihj i ii'v n r. 


Il est aisé d'en conclure que si l'on pouvait satisfaire à la condition 




/(■^^ .y) 


.._Q 


ou Lien à la suivant( 



par des valeurs de P et de Q propres a vérifu'r en inèine temps nue 
équalion seniLlable à la formule (•-> ); ou Q, sérail iin la(“teur propre 
à rendre intégrabhî lïujuation différentielle donnée. Il importe' donc 
de savoir dans quel cas on pourra satisfaire aux eomlilions dont il 
s’agit, et comment on délerminera dans celle liypolliès(' la valeur 
de P, ou celle de O. 

übsei'vons d'abord (|uc si dans l’équation ( ;>. ) on lait r = o, on en 
eoiudura 

p=:cp(.r), 

Par suite ou ne pouri'a satisfaire à la première, des conditions ( d) (pu^ 
dans le cas où l’on aurail 

if\) ./■(•r, o) = u, 

et à la seconde que dans le cas où l'on aurait 

(;-)) /(a;, o) — oc. 


(]ela posé, concevons que l'on trouve effectivomenl o) = o. 

On aura, pour détermine]*, s’il est possible, les valeurs d(‘ P (*t(le, Q, 
les deux équations 

('() ) /(.r, ,)') = P ’ T (•'f' ± r I ) = I' H= ()p- ■ I . 


On en tir(î 


P cp(.r+.rv/- t) + cp(j;--jv/-~ i) 

O 

O =:r \/-0 — t) 


iVï,r, J)=o 0 , 


et par suite 

( 7 ) 


H’ KO CATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


235 


/(«, y) 



_ — jv/— O — v/— 0 



Soit maintenant 


É/'(^s y) 

cly 


— y)- 


Si Ton ditïercntie par rapport à y les deux nicmbres de l’équatioii 
(’j), et que Ton fasse ensuite _r = o, on trouvera 

En intégrant cette dernière équation par rapport à x on en conclut 

, . . , - f J\\X,üiJ.r 

(ç)) ~ce'> 1 

c désignant une constante arbitraire. Si les valeurs de P et de Q, qui 
correspondent à la valeur précédente de '■ d ( x '), vérifient l’équation 

1 ^ 

./(•^7 y ) — 


P sera un facteur propre à rendre intégrable l’équation différentielle 
donnée. 

S’il arrivait que la fonction /(x, o) fût infinie au lieu d’être nulle, 
on aurait à résoudre au lieu des équations (6) les deux suivantes : 

fio) P — - y y o(^±:x\^—t)=zP^Q \/~i, 

et il suffirait en conséquence de remplacer dans les calculs que jious 
venons de faire la fonction /(x, y) par — ^ -^ —-7- • 

Pour montrer une application des formules précédentes, supposons 
que l’équation différentielle donnée soit 


et par suite la formule (9) donnera 

— / (a-\-bjc]dx —tix-h-hx° 

cp {x) = ce —ce - 

La valeur de étant ainsi déterminée, 011 trouve 

—ax\\h[x^~y^) / i 

1 ■* — ce - COS ( a -h ux)V 

■l 

— — >*') . / \ 

O — ce ■ siii [y ( a b x ) J ; 

et comme ces valeurs de P et de Q vérifient féquation 

= lang(j(^i+ bx)y;, 

il en résulte qu’on peut rendre féquation donnée intégrable par le 
moyen du facteur 

— n.r-i- i i {.r* — / 7 \\ 

V = ce - cos(^(a ~h bx)). 


Remarque sur V article précédent ( ‘ ), 


En représentant par a, b, c, k, des quantités constantes, et faisant, 
pour abréger, 


a H- bx -h cy -l- kxy — 


féquation que M. Cauchy a prise pour exemple est un cas particulier 
de celle-ci 


dx 


— lang/j, 


dans laquelle il est facile d’effectuer la séparation des variables. En 
effet elle est la môme chose que 

(‘.os/J dy =3 s in/; dx] 


(^) Note de M. Poisson. 



mettant pour cosjo etsinjü, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, 
on en déduit 

(c/j; d y sJ — I ) — dy \j — 1)6''"' ; 

uetv étant deux nouvelles variables, si Ton fait 

.j; -i- y ^/_ I _ y i — o (•, 

un trouvera 

J/ = a-+- {h — a\l—i) Il -\- (/> -i- c V — 1 ) '• H- ( f’" — id) k \J— 1 ; 

au moyen de cette valeur de p, il sera aisé de mettre l’équation précé- 
dente sous la forme 

du g-iO-'— 

et maintenant les variables sont séparées. 


NOTE 

SUR LINTËGRATION DES ÉQUATIOiNS 
AUX 

DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 
A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 


lîuUeiia (le l(t Sociétc- P/iiioriKilir/ue^ p. 10-21; 


.lusc|u’à présent il n'ostuucuu triiité de calcul dillérentiel et inlégral, 
1 l’on ait donné les moyens (Pintégrei' complètement les équations 
IX diüerences partielles du premier ordre, quel que soit le nombre 
îs variables iudé])endantes. M'étant occupé il y a plusieurs mois de 
‘.t objet, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale 
•opre à remplir le but désiré. Mais, après avoir terminé mon travail, 
d appris (jue M. Pfatf, géomètre allemand, était parvenu de son côté 
IX intégrales des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s'agit 
i d’une des questions les plus importantes du calcul intégral, et que 
méthode de M. PfalT est dilîéreiite de la mienne, je pense que les 
iomètres ne verront pas sans intérêt une analyse abrégée de l’iine et 
^ l'autre, .le vais d'abord exposer la méthode dont je me suis sei‘vi, 
1 proütant, pour simplifier l'exposition, de quelques remarques faites 
m M. Coriolis, ingénieur des ponts et chaussées, et de quelques 
itres qui me sont d(‘puis p('u venues à Pesprit. 

Supposons, en premier lieu, (|u’il s’agisse d’intégrer une équation 
IX différences parti{dles du piaunier maire* à de'ux variabh'.s indépi'ii- 


(Unîtes. On a déjà pour une intiigration de cette espèce plusieui's 
méthodes différentes, dont Tune (celle de M. Ampère) est fondée sur 
le changement d’une seule variable indépendante. La méthode que je 
propose, appuyée sur le meme principe dans l’hypothèse admise, se 
réduit alors à ce qui suit. 

Soit 

( I ) /'(.r, //, p, q) — IJ 


l’équation donnée, dans la(|U(dl(' x (‘1 y désignent li's dt'ux variables 
indépendantes, u la fonction inconnue de ces deux variables, et /?, y 
l('s dérivées partielles de// ndatives aux variables x nt y. Pour que l’on 
puisse déterminer complètement la fonction cherchée //, il ne sulïira 
pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation (i); il s(‘ra de plus néces- 
saire qu’elle soit assujettie à une autre condition, [lar exemjilc, à obte- 
nir une certaine valeur iiarticulière fonction de pour une valeur 
donnée de la variable x. Supposons en conséquence que la fonction // 
doive recevoir, pour x = x„, la valeur particulière ©(j) : la fonction (/, 
ou la dérivée partielle d(' // relativement à y. recevra dans cette hypo- 
thèse la valeur particulière ©'(.K)* f^îins la meme hypothèse, la valeur 
générale de // sera, comme l’on sait, complètement déterminée'. Il 
s’agit maintenant de calculer cette valeur; on y parviendra de la 
manière suivante. 

Remplaçons y par une fonction de x, et d’une nouvelle variable 
indépendante jo- Les quantités u,p,q, qui étaient fonction de x et y, 
deviendront elles-mêmes fonction de x et de jo ; et l’on aura, en 
différentiant dans cette supposition, 


(■>.] 


(■V 


du dr 

du _ dy 
dya ’ 


Si l’un retranche l’une de l’autre les deux équations précédentes, 
après avoir différentié la première par rapport à p'oi <d la seconde par 



apport à æ, on on conclura 


dp dq d y 

f/j'o “ d:v d)\, 


dy dq 
dùv dj’u 


si, do plus, ou désigne par 

X dx + Y dy L) du. h- P dj) H- dq 


a dillerentielle totale du premier membre de Téquation (i), on trou- 
era, en diffôrentiant cette équation par rapport à jo» 


5 ) 


Y 


iL 

dyn 


+ U 


du. 

dy,, 


• Il 


( ) 


<l<l 

(fy» 




d par suite, en ayant égard aux équations ( 3 ) et (4), 




H- q U H- l 



({y 

dy„ 


H- 



dq 

dxj Th^ - "• 


)bservons maintenant que, la valeur de y en Ibnction de æ (;t de ju 
tant tout à fait arbitraire, ou peut en disposer de manière qu’elle 
érifie l’équation dilfércntielle 


it qu’elle se réduise à Jq, dans la supposition particulière x — x^. La 
aleur de y eu x et y^ étant choisie comme on vient de le dire les 
aleurs particulières de u et de q correspondant à x — Xq, savoir, 
)(r) et 9^(7) devieiulront respectivement 9(70) et 9'(7()). Représen- 
ons ces mêmes valeurs par liq, (Jq. On aura 

(« 0 — 9(jo), 

( 'Zo — 9'(jo). 


)uant à la formule (d), elle se trouvera réduite par réquation (7) à 


Y + ql] 


P ^l!L\ÉL 

dx J dya 


O 


it comme, 7 renfermant 7^ par hypothèse, ^ ne peut être constam- 
nent nul, la meme formule deviendra 


Gela posé, riiitégration de réquatioii (i) se trouvera ramenée à la 
question suivante : Trouve?' pow' y, u, q, p quatre fonctions de x et de 
7o, qui soient propi'es à vci'ijier les équations (i), (2), (3), (7), (9), et 
dont trois, savoir y, u, q, se l'éduisent respectivement à y^, u^, q^^, dans 
la supposition x = Xf,. 

Nous ne parlons pas de réquation (4), parce qu’elle (ist une suite 
nécessaire des équations (2) et (3). Quant à la valeur particulière de p 
coi’respondant à = iTü, elle u’entrcra pas dans les valcui's générales 
de 9', u, p, q déterminées par les conditions précédentes. Si on la 
désigne par p^, elle se déduira de la Ibrmulc 

( lo) J'o, //(), jh, q») = O. 

Il est essentiel de remarquer que les valeurs générales de/, u, p, q, 
en fonction de x et de j'o resteront complètement déterminées, si, 
parmi les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient 
de compter la vérification de l’équation (3). Cette dernière condition 
doit donc être une conséquence immédiate de toutes les autres. Pour 
le démontrer, supposons un instant que, les autres étant vérifiées, les 
deux membres de l’équation (3) soient inégaux. La différence entre 
ces deux membres ne pourra être qu’une fonction de x ctdc/o. Soit 
a cette fonction, et a„ ce qu’elle devient pour x = Xi,. On aura 

/ du dv 

. .. ) ~~ dyo dyf 

( 1 1 j ■ 

duç, r/r„ 

{ riy: = ~ ? (J'") = “■ 


On trouvera, jiar suite, au lieu des équations (3) et (4), 


I f lu. flr 

d/> dq dy d r dtj dy. 

dy\ d;v dy^ d.r d-.t^ 

puis, au lieu de l’équation (6), la suivante ; 


dx ■“ 


rin r 


1 T I i r 


IMKGliATION DK S ÉOUATIOÎNS 

Cette dernière sera réduite par les équations (7) et (9), qu’on 
suppose vérifiées, à 

, ^ dcL 

(i4) Ua-4-P^-o. 


En l’intégrant et considérant ^ comme une fonction de x et dejo» 
on trouvera 

(ifi) y. = a.,c~J 


et par suite, en ayant égard à la seconde des équations (11), on aura 
généralement 

(16) a = o . 


Les deux memhres de l’équation ( 3 ) ne sauraient donc être inégaux 
dans l’hypothèse admise. On doit en conclure que les quantités y, u, 
p, q satisfont à toutes les conditions requises, si ces quantités, consi- 
dérées comme fonctions de vérifient les équations (i), (2), (7), (9), 
et si, de plus, y, u, q se réduisent respectivement à/n» ^^0 = 9(70)» et 

= pour x = Xq. Il est inutile d’ajouter que p doit obtenir 

dans la môme supposition la valeur particulière p^ ; en elfet cette valeur 
particulière ne sera pas comprise dans les intégrales des équations (i), 

(2), (7), (9), attendu qu’aucune de ces équations ne renferme 

Si dans l’équation (2), on substitue la valeur de tirée de l’équa- 
(7), on trouvera 


(17) 


du. 

dx 


■P 


P 


+ Qq 
P 


De plus, si l’on dilféreiitie l’équation (i) par rapport à x, on obtiendra 
la suivante : 


(18) 


X H- Y ÿ H- ü ~ H- P ÿ- -h Q 
dx dx dx ^ 


dq 

dx 


que les valeurs de ^ tirées des formules (7), (17) et (9), 

réduisent à 



Cela posé, on pourra substituer l’équation (17) à l'équation (2), et 
l’équation (19) à l’une des équations (i), (17), (7), (9). Si d’ailleurs 
on observe que, dans le cas où l’on considère y, u, p, q comme fonc- 
tions de X seulement, on peut comprendre les équations (7), (9), (17) 
et (19) dans la formule algébrique 

^ ^ dæ dy _ du. dp dq 

T’ “ TJ ~ IVh-Q^ ~~ X -4- I^U Yh-^D’ 

on conclura délînitivement que, pour déterminer les valeurs cherchées 
des quantités y, u, p, q, il sujjit de les assujettir à quatre des cinq équa- 
tions comprises dans les deux formules 

( /(■>■, y^ P, q) = <\ 

(21) < dj- f/y _ f/u d/t dq 

( P Q ùp + Qv X -+- /> L,i Yh-^LI’ 

et à recevoir J pour x = x^^, les valeurs particulières y q, u^, po, q^: dont 
les trois dernières sont déterminées en fonction de la première par les 
équations (8) (10). 

Supposons, pour fixer les idées, qu’à l’aide de l’équation 

y, IP q) = ** 

on élimine /I des trois équations comprises dans la formule 

d.i: dy du dq 

‘F ~ Vp~^^f7/ ~ Y + ^IJ‘ 

En intégrant ces trois dernières, on obtiendra trois équations finies 
qui renfermeront, avec les quantités ^ 

y, u, q, 

les valeurs particulières représentées par 

^0, J'o, c?(rn), œ'(jü)- 

Si après l’intégration on élimine q, les deux équations restantes ren- 
fermeront seulement, avec les quantités variables x,y, u et la quantité 



constante æ’o, la nouvelle variable y„, dont rélimination ne pourra 
s’effectuer que lorsqu’on aura assigne une forme particulière à la fonc- 
tion arbitraire désignée par 0. Quoi qu’il en soit, le système des deux 
équations dont il s’agit pourra toujours être considéré comme équiva- 
lent à l’intégrale générale de l’équation (i). 

« 

Comme, dans tout ce qui précède, on peut substituer la variable a- 
à la variable y, et récipro(picment, il en résulte que les intégrales dos 
équations (21) fourniront encore la solution de la question proposée, 
si l’on considère dans ces intégrales Ko comme constante, Xç, comme 
une nouvelle variable que l’on doit éliminer, cl i/a, po, comme des 
fonctions de cette nouvelle variable déterminées par des équations do 
la forme 




j //„=r O (.r„), 

I />„ — 9 ' (./■•„); 
/(-^•ü, .r», a,,, />,„ Ço) = O- 


Appliquons les principes que nous venons d’établir à l’intégration de 
l’équation aux différences partielles 




(o„V) yjr/ 

On aui’a dans cette hypothèse 

P = r/, 0 — /J, r-r .), X — -- r, V' 

et par suite la seconde des formules (21) deviendra 

dq 




dx 

T 


P 


du dp 

^ ~ y 


ou, si l’on réduit toutes les fractions au môme dénominateur /;r/ = .r)s 
pour les supprimer ensuite, 


( '^6 ) P dx = q dy ~ -- du. ~ x dp — y d(i. 

On tire successivement de la formule précédente 

du 


dp 

~P 


dx 

X 


dq 

d 


dy 

y 


— 2 X dx 




y 


(27) 
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puis, on intégrant, et ayant égard à l’équation do condition po<]o~^üyü. 


('.<8 ) 

(■H)) 


^ ~ L 

P» •^‘(1 V<i I» 


U — //„= — ( cz ,- 


7.1 


. ' <» 

- ■' »)= - J ' n )- 


si l’on multiplie l’une par l’autre les deux valoui's de u — //„ que l'oiirnit 
l’équation ('^g), on aura 

( 8o ) ( //. — uo )- (.r- — .7-i-; ) (. r- — r ) . 


En joignant cotte dernière à ré([uation ( 2 Ç)) mise sous la lormo 

(;-ii ) r/o(/,~ t/„) -r — 


et remplaçant n„ par 9 (yn)j Çn p^ii’ trouvera, pour les deux 

Idrmiiles dont le système doit représenter l’intégrale généi'ale de 
l’équation (r^5), 

, ( I '' - 9 (J’n ) ]■ == (■'■' — -^'il ) (,)•- -- ), 

(I " ■■ 9 (.Ufi ) 1 9 ' — •^'ii ) .Vi). 

Dans ces deux dernières formules désigne une constante choisie à 
volonté, et une nouvelle variable qu’on no p(uit éliminer qu’après 
avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire 9 . Il est bon do remarquer 
que la seconde des équations (32) n’est autre chose que la dérivée do 
la première relative à la variable jo. 

Si l’on l'éunit l’équation (3o) à l’équation ( 2 g) mise sous la former 

( 83 ) /h, ( // — uo) = (.r- — yt ), 

que l’on considère jo comme constante, cc^ comme variable, puis, que 
l’on remplace i/o par ©(a;) etyjo obtiendra deux nouvelles 

équations, savoir : 
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de l’équation (25). La seconde des équations (34) est la dérivée de la 
première relativement à 

On prouverait absolument de la même manière que l'intégrale géné- 
rale de Téquation aux différences partielles 

( 35 ) f)(j~-i/ = n 

est représentée par le système de deux formules très simples, savoir : 
de l’équation 

( 36 ) (//.■- — ={-r — .ro) (j — Jo), 


et de sa dérivée prise relativement à l’une des quantités j',, consi- 
dérée comme variable, //y étant censée fonction arbitraire de cette 
meme variable. 

La méthode que l’on vient d’exposer n’est pas seulement applicable 
à l’intégration des équations aux différences partielles à deux variables 
indépendantes; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer. 

Prenons pour exemple le cas où il s’agit d’une équation aux diffé- 
rences partielles à trois variables indépendantes. Soit 

(37) f{.x, y, Z, a, P, g, r) -—o 


cette équation, dans laquelle //désigne toujours une fonction inconiiuc 
des variables indépendantes x, r, et y/, //, /■ les dérivées partielles 
de //relatives à ces memes variables. Pour déterminer complètement la 
fonction //, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation 
( 87 ). Il sera, de plus, nécessaire que cette fonction soit assujettie à 
une autre condition, par exemple, à obtenir une certaine valeur parti- 
culière pour une valeur donnée de x. Supposons en conséquence que 
la fonction u doive recevoir, pour/u = Xo, la valeur particulière o(r, 
Les fonctions q et r, ou les dérivées partielles de u relatives à / et à ^ 
obtiendront respectivement dans la même hypothèse les valeurs 


dy ’ dz 


que je désignerai, pour abréger, par z) 


Il s’agit maintenant de calculer la valeur générale de j. On y parvien- 
dra de la manière suivante. 

Remplaçons y et z par des fonctions de x et de deux nouvelles 
variables indépendantes Lt^s quantités n, p, q, r, qui étaient 

fonction de x, y, z, deviendront elles-mêmes fonction de x, y^, z,r, 
et l’on aura, dans cette supposition, 


(38) 

(39) 


f///. 


dy 


dz 


d.r 


du dy dz 

dy il y y) i!}'» 

du. dy dz 

dZ(\ dz^^ dz^ 


On tire des trois équations précédentes 


(4o) 


dp dq dy dy dq dr dz dz dr 

dy^ dx dy,^ dx dy^ dx dy^ dx dy^' 

dy dq dy dy dq dr dz dz dr 

dz(^ dx dZ(^ dx dz^ dx dz^ dx dzo 


Si, de plus, 011 désigne par 

X dx H- Y é/y + Z dz H- U du -t- P dp -y Ç)dq -y R dr 


la difTérentielle totale du premier membre de l’équation (S^), on 
trouvera, en diflereutiaiit successivement cette équation par rapport 
à jo et par rapport à z^^, 


Y H- qlJ H- ^ H- fz H- rV-yP 


I) \ 


(^^lO 


Q 


_Z. ) —Z 
dx J d.y\ 


dr \ dz 
dx) dj\, 




Yn-^U-hP^') ^ + (z-h/-U-hP-^)^ 
dco j cI.Zq clcü J ciZ[) 


- Q 


dy\ dq 


dx 1 d 


R 


dz'^ 

i dr 

dx J 

1 dy,, 

dz\ 

1 dr 

dx J 

1 ^ 


Observons maintenant que, les valeurs dej et de ^ en fonction de x, 
jot -So étant tout à fait arbitraires, on peut en disposer de manière 
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qu’elles vérifienl les équations difïerentielles 


(^t que de plus elles se réduisent, pour x = x\, la première à j„, la 
seconde à jSo- J^^s valeurs de r et de :j étant choisies comme on vient 
de le dire, les équations (4i) donneront 



et, si Ton lait en outre 

(4‘-1) ^0)— Vit"? '"'i)’ ^0 cpi (^)'o, ^o), 

on reconnaîtra facilement que la question proposée se réduit à intégrer 
les équations ( 38 ), (/\ 9 .) et ( 43 ), après y avoir substitué la valeur de p 
tirée de l’équation (87), et en y considérant y, ii, q, r, comme des 
fonctions de x, qui doivent respectivement se réduire à Vi,, Sq, n,,, r/„, r„, 
poura; — Si entre les intégrales des cinq équations ( 38 ), (42) et ( 43 ) 
on élimine q et r, il restera seulement trois équations finies entre les 
quantités J, z, a, la quantité constante x^^, les nouvelles variables Vo, 
:ï„, et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir : 

//,l= Cp -Jo)î ® I („Vl)5 "II)- 

Le système de ces trois équations finies, entre lesquelles on ne pourra 
éliminer jo et ^0 qu’ après avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire 
cp(j, z), doit être considéré comme équivalent à l’intégrale générale 
de l’équation (87). 

Les valeurs de y, u, q, r, déterminées par la méthode précédente, 
satisfont d’elles-mèmes aux équations (89). En effet, si l’on suppose 


du 

— r/ièl - 

dz 

g")'» 



du. 

dy 

dz 
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puis, que Ton différentie successivement Eéquation (3-) par rapport 
à y, et par rapport à eu ayant égard aux équations (38), {^9.) et 
(43), on trouvera 

. I ! a + P — O, 

(l,C 


et, par suite, 


US + pf 
<Li' 




étant considéré comme une fonction de .x\ p',,» -o et a„, o„ désignant 
les valeurs de a et de 6 " correspondant à De plus, comme ces 

valeurs seront évidemment données par les équations 


_ di^ 

d}\^ 

d^ 

- 


— T oT vo, r.||) O (pO) '•!)) — 

=r cÿi(l'(i, ::(i) — ©1 (.}'«> ^ii) — 'U 


on en conclura généralement 


a ::::: o. 


O. 


Si Eon différentie par rapport à a; Eéquation ( 87 ), et que dans 

dy dz du dq dr 

l’équation dérivée ainsi obtenue on substitue, pour -ÿyy ^—5 -j--) -yyy y 

leurs valeurs tirées des formules (38), ( 42 ), et (43), on trouvera que 
cette équation dérivée se réduit à 


m 


X + p U P X _ 


O. 


Si de plus on désigne par/i„ la valeur particulière dey; correspondant 
-J. _ cette valeur particulière satisfera évidemment a 1 équation 

(46) /{XaiJ'oi .^05 ff'Oi poi 7 ûi ^0) 

Enfin, si Ton observe que, dans le cas où 1 on considère j, ti,p, (]-, ^ 
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(43) et (45) dans la formule algébrique 

. ^ ^ dx dy __ dz du 

"F ~ ~ Tï “ P/? -h Qy + R /• 

dp dq d/- 

= ~ x+/>u Y + 7Ü ““ Z H- /• U ’ 

011 conclura en définitif, que, pour déterminer complètement les 
quantités y, z, u, p, q, i\ il suffît de les assujettir à six des équations 
comprises dans les deux formules ( 37 ), (4;)» et à recevoir, pour 
x = x^, les valeurs particulières dont les quatre 

dernières se trouvent exprimées en fonction des deux premières par 
les équations (44) et (4^)- 

Appliquons ces principes à l’intégration des équations aux diffé- 
rences partielles 

( 4S ) pqr — xyz — o. 


Dans cette hypothèse, la formule ( 47 ) deviendra 

dx dy dz du dp dq dr 

qr pj ' pq ?>pqr yz xz xy ' 


OU, si l’on réduit toutes les fractions au même dénominateur pqr = xyz, 
pour le supprimer ensuite, 

( 4 9 ) P dx = q dy — r dz =; du = x dp — y dq — z dr . 

On tire de cette dernière 


( 5 o) 


( dp dx d(f dy dr dz 

P ~ x' V J ’ ~ T 

I du — X dx ~ 3 — J dy z=.?)^z dz, 


puis, en intégrant, 
( 5 i) 


E_ 

Po 


X 



F — Z, 

9o ,r«’ 


/• 


r'o 


( 5 c 


U — Un 


3 Po 

2 Xq 


(x^-. 


/ 0 


3 ^"0 


)• 



que fournit la formule (oa), ou seulement deux de ces valeurs, en 
ayant égard à Téquation de condition 

(•)■)) •^‘(1.1 11 ^11, 


011 trouvera 

(55) 


(// - . 1 - 1 ) { y^ — yl) [z- 

I {a -U,,)-— y ri) — 

\ -1 P" 

' / \ «> lÏ / ■! *’ \ / ‘■I \ 

{u — i/Y-= > , -û). 

( 4 v» 

(a — /^,)-r= ^ v;^). 

4 / U 


'■ Il 


), 


Enfin, si dans f équation (54) et dans les deux dernières équations (55) 
on remplace 

«opar cp(j|-ü, Go), Çi> par cp'(j'ü, -o), /‘o par cpi(jo, -o), 

on obtiendra trois formules dont le système représentera f intégrale 
générale de f équation (48), savoir : 

(56) [,/_cp(j,„ Go)]''= -ï-lDO'- — Jo) (='— -ü), 

[" — 9O'0, -o)]- 9'(.r«, -n) = )|(.^•-— /r;-;) (3- — g;-;) j-o, 

1 1/ — O (j'o, Go) ]- O, (jo, =.,) == 7 ) i.r~ — P’ü ) '"o- 



Dans ces trois formules désigne une quantité constante, et 
deux nouvelles quantités variables que l’on doit éliiuiner après avoir 
fixé la valeur de la fonction arbitraire cp(j, z). On peut remarquer 
que les équations (5^) sont les dérivées de l’équation (56), prises 
successivement par rapport à r„ et par rapport à 

En général, si l’on considère comme fonction de r„, z,^, et 
que l’on fasse 


(58) 


r/tto 

— — /?n, —f — — Çi\i —J — — /’n, 

(/.r, dy,^ ^ t/Go 


les trois équations ( 55) ne seront que les dérivées de l’équation (54) 


prises relativement à 2 ,,; et, si dans Téquation (54) réunie à 

deux des équations (55), on regarde Tune des trois quantilés .r„, j,,, 
comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendi'a 
un système de trois équations finies propre à représenter rintégrale 
générale <1(‘ l’équation aux dillerences partielles 

pqr — .r ) .c =r <1. 

En appliquant la méthode ci-dessus exposée à ré([iiation aux tlilFé- 
rences partielles 

(oç-)) pqr — n — O, 

on trouverait que l’intégrale générale de cette dernière [nuit élre 
l'eprésentée par le système de trois foimiules très simples, savoir, de 
l’équation 

(iHi) {((•' — //;;) =: 8 (.r — .r„) (_r — J)',,) (3 — 

dans laquelle est censée innetion arbitraire de .i-,,, v», cl. des 
deux dérivées de la meme équation relatives à deux des trois (|uantités 
.r„, Vo, ^ 0 , lorsque l’on considère une de ces trois quantités eoirinu'. 
constante et les deux autres comme variables. 

L’extension des méthodes précédentes à l’intégralion des é([uations 
aux dillerences partielles, qui renferment plus de trois variables 
indépendantes, ne présentant aucune dilficiilté, je passerai dans un 
second article à l’exposition du travail important de M. PfafV sur h's 
objets que je viens de traiter. 


MÉMOIRES SUR L’INTÉGRATION 
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, 
A COEFFICIENTS CONSTANTS 
ET AVEC UN DERNIER TERME VARLADLE. 


PREMIER MÉMOIRE. 


Biillelin de la Société Pliilonialique. p. i ni -112; 1S21. 


Dans CO Mémoire je me propose' deux objels distincls, savoir : 
i" de préseiiLer l’intégrale générale des équations linéaires aux 
(lifTérences partielles et à (coefficients constants, avec un dernier terme 
variable, sous la forme la plus directement applicable à la solution 
(le certains problèmes; 2“ de montrer les différentes sortes de réduc- 
tions que peut admettre dans des cas particuliers l’intégrale dont il 
s'agit. Je vais d’abord m’occuper ici de la première de ces deux 
([uestions, en me bornant, pour abréger, au cas où le terme variable 
de l’équation aux différences partielles se réduit à zéro. 

On sait depuis longtemps intégrer par des sommes d’exponentielles 
composées d’un nombre fini ou infini de termes, les équations linéaires 
aux différences partielles et à coefficients constants; et M. Poisson 
a fait voir, dans le Bulletin de la Société Philomatique, de 1817, que les 
expressions auxquelles on arrive de cette manière, sont précisénuuit 
les intégrales générales de ces équations. Mais on reconnaît bientôt 
que les expressions dont il s’agit présentent l’inconvénient de ne 
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pouvoir se prêter immédiatement à la détermination des fonctions 
arbitraires. Pour faire disparaître cet obstacle, on a employé deux 
moyens différents. Le premier consiste à développer les intégrales 
en séries, ou à les représenter à l'aide d'i'xpressions symboliques 
déduites de l’analogie entre les puissances et les différences, et 
à convertir ensuite ces séries ou ces symboles en intégrales définies. 
(Voyejs le Mémoire de M. Poisson, publié en 1819, et deux Mémoires 
de M. Brisson, l’un inséré dans le Joiu'nal de VÉcole Polytechnique, 
fautre manuscrit.) Le second consisL^ à introduire dans les sommes 
d’exponentielles dont nous avons parlé ci-dessus les fonctions arbi- 
traires qui doivent y rester. On peut, d’ailleurs, obtenir ce dernier 
résultat, soit dans certains cas particuliers, à l’aide de formules 
uniquement applicables à ces mêmes cas, soit en général, en supposant 
les exposants imaginaires, et faisant usage des théorèmes que renfer- 
ment les Mémoires de M. Foiiriei*, sur la chaleur; de M. Poisson et de 
moi, sur la théorie des ondes. On peut consulter à ce sujet : i" les 
Mémoires des deux auteurs que je viens de citer; 2" la 11'' note de 
mon Mémoire sur les ondes, qui indique précisément la manière de 
résoudre ces sortes de problèmes. Toutefois on abrège la méthode de 
solution que j’expose, et celle qui se trouve dans le Mémoire de 
M. Poisson, en apportant une légère modification à la formule fonda- 
mentale. Cette formule, étendue à un nombre 11 de variables x, y, , 
peut s’écrire ainsi : 

(O 7) -:•••)=“ Jjjj • • -fiF-, V, Cij, . . .) cos a (. X — IJ.) 

X cos6 ( r — v) cosy — rxs) ... da. do dr djj. dv dx^ . . . , 

les intégrations relatives aux variables auxiliaires a, 6 , y, ... étant 
effectuées entre les limites o, 00, et celles qui se rapportent aux 
variables auxiliaires p., v, gt, . . . , entre les limites — oc, -f- 00. Je 
remplace cette même formule par la suivante ; 


(2) 


f{x, y,z,...)z=: IJII . . . /(v-j-a/-. . 

X f( U. y, nr, . . . 1 r/a dQ d\ du. dv dm. . . , 



les intégrations relatives à a, o, y, . . . étant faites entre les limites — oo, 
H- 00, et celles qui se rapportent à p-, v, gj, . . . entre des limites quel- 
conques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attribuées 

k X, y, Z Gela posé, concevons qu’il s’agisse de résoudre une 

équation linéaire aux différences partielles et à coefficients constants, 
sans dernier terme variable. Supposons que cette meme équation 
renferme, outre la variable principale <p, i variables indépendantes 

.r, J, 0 , /; 

et qu’elle se change dans la suivante ; 

( 3 ) F(a, O, y, . . 0 ) =: o, 


lorsqu’on y remplace respectivement 


O . . . . 

dx 

(^9 

Ty'" 

etc. 

ofep 

dt 

of-cp 

dx- 

c/'Cp 

dx dy 
etc. 

dx dt. 

dy^- 

etc. 

d-o 

dt^ 

of^cp 

dx'-' 

etc. 


par 1 

par a \J — i 
par b \/ — 1 


par Ü 

par (a v' - i)' 

par {y.\/— r)(S y/— i) 


par (a \J — i)0 
par (6 \f^iy 


par 0- 

par (a \J— i)‘^ 


Enfin proposons-nous de trouver une valeur de 9 qui, satisfaisant 
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à l’équation donnée, se réduise à 

/(.r, ;v, Z, ...), 

pour iî = O. Il sulïira évidemment de prendiM' 

(4) O = (^-^y jjj ... ea(a-..o “ ~ . . 

X J'il-J-, '■>, . . . ) da dc) (h( d[j. dv dm . . . 

pourvu (|u’ou détermine 0 par la Idrmule 

F(a, S, Y, • • - , Ü) O. 

Autant cette dernière équation donnera de valeurs diirérentes de 0 , 
autant la rormule (4) fournira de valeurs particulières de 9, (|ue l’on 
devra considérer comme des intégrales particulières de l’équation 
proposée. Si, parmi les coelïicients différentiels de 9 relatif à i, 
l’équation proposée n’en renferme qu’un, savoir ^5 les valeurs de 6 
se réduiront à une seule, et le second membre de la formule (4) 
représentera immédiatement l’intégrale générale ou la valeur générale 
de 9. Dans le cas contraire, on obtiendra l’intégrale générale'-, en 
faisant la somme des intégrales particulières, et remplaçant dans 
chacune d’elles la fonction /(p-, v, vn, ...), ou j)ar une fonction 
arbitraire de p., v, cï, ou par le produit d’une semblable fonction et 
tl’une fonction déterminée de a, o,“y, . . ., ou enfin, ce qui est souvent 
plus commode, par une somme de produits de cette espèce. Dans 
cette dernière hypothèse, on peut faire en sorte que les diverses 
fonctions arbitraires soient composées en p, v, m, . . ., précisément 
comme les valeurs de 9, ••• correspondant k t — o, sont 

composées en oc, y, z, .... C’est ce que l’on verra tout à l’heure. Mais, 
avant d’aller plus loin, il est bon de remarquer que la formule (4), ou 
une autre formule de même espèce, se déduirait des méthodes que 
nous avons appliquées, M. Poisson et moi, au problème des ondes, 
.le vais rapporter ici la méthode de M. Poisson, en restreignant son 
application, pour plus de facilité, au cas de trois variables indépen- 
dantes. Il s’aeit alors de trouver une fonction © des trois variables .x. v. t. 



qui satisfasso à l’équation linéaire aux ditréiauices |)artielj('s, et se 
réduise, pour t = o, à 

(5 I /{u:, j ) ™ ~ jjll ci)sa(.r - y. i 

X COS b (J' — v) J\y. V ) r/y. c/o dy. dv. 

les intéi-ratious étant Giï‘ectiiées coiunio dans la fbrnuih? (^i). Or, on 
satisfait à ré((nal.ion aux dilféiMuices ])artiolles, en pi’ouanl 

(Hj V = ^ Ac'/' : 

A étant une (juantité indépendante îles variables ,r, y, t, et /'(a, o ) 
représentant la valeur de 0 que déleriniiu' l’iujuatioii (3). Pour rendre 
la valeur d('. o, (jui correspond à / = (), coni])aral)le au second membre 
de la formub' (5). ou présentera l’équation ( G) sous la fornu' 

(7) o;_ (> a.M -■•lA.-fa-vV:] 

\ IM (' ~e^.vv“ 

-1- ^ C ~ oj C— i 

- r ^ D e'-!^ • *> ''A (dn a ~ . 

On fera ensuite 

I A 1 yn - -i j'( ij._ -j ) ^/q; (■(,, do r/v, 

I Fi r.- 7 —; V — ' - ov ^ 7 _ y ^ _ 

' 1 
(«j 

I G = c J\ ;j., V ) da dy do d'j^ 

I D — (‘ ^-r-' c - ' J'( IJ., V ) da. dy do dv ; 


(M, l’on changera le signe en une intégrale quadrupb' i*elative aux 
quantités a, o, y, v. On trouvera de cette manière 


(u) ? 


[ 

i „ 

I 

4 

4 TC- 




d.f\^,'A -i .'U - -i f(y^v)(fado(/ydy 

dJ\o.,-A -••) V -F ,, -C(v- V, ^ -î y( ^ c/S f/v 

Qtj\ y.y>) g— -I e *■"1'' ~ \ v ) da dè dy. dv 

dj'.- 3 -, •>•)(■- 1 v,M — îy^ y, J 


1 1 11, A 1 1 II i ; r. y ^ i .. n i v i ,> r. v'' u i v i n i n 1. 1 > r. a [ u h 


Dans cette dernière Ibrmule, les intégrations relatives aux variables 
a, ^ sont supposées laites, comme dans lesforinules(i)et(5) entre les 
limites o, oo. Cela posé, on reconnaîtra immédiatement qu’on peut 
réduire la valeur précédente (b* cd à celle que fournit l’équation (4) 
dans le cas do trois variables, c’est-à-dire, à 


I 1 0 ) 



,,<U f.y. ;j. I .r » ' J' ( ij,^ V j //y, f/c f/jj. dv , 


les intégrations devant être effectuées par rappori à a et 6’ entre les 
limites — oo, oc. 


Il nous reste à faire voir comment on doit s’v prendre pour que les 
fonctions arbitraires comprises dans l’intégrale générale soient 
précisément celles que fournissent les valeurs de 

d'j d- O 

Tir Tic-' 

correspondant ki — o. Désignons respectivement par 

( * 0 ./û y ■) •' •)) ft {'^1 }'•> • )i • • • ' J iii—i (•îT, J') O, . . . j 

ces memes valeurs, dont le nombre tn sera égal à celui des coefficients 
différentiels de o, relatifs à t, que renferme l’équation donnée, ou, en 
d’autres termes, à l’exposant de la plus haute puissance de 0 dans le 
premier membre de la formule (3). Soient, en outre, 

0,), G I , Oo, • • • ) 0,„ ) 

les diverses valeurs de 0 tirées de cette formule. Conformément à ce 
qui a été dit ci-dessus, on prendra pour valeur générale de «p 

^ jT’ ■ ■ ^ 'b,/o(p-, V, W, . . . ) 

+ Bfl/, (p, V, 7TT, i-- Ko/n,.-i Cp, V, W, . . . ) I 

X gC v-vlv — I ^ fly f^/2 fly _ _ 

+ vV,/„(p, V, CJ, ... j 

H- B,/, (p, y, . . . ) -f- . . . -i- K, V, ro, . . . ) î 

X '-'0'^ ... f/oc f/p do dv . . . 

+ 

' ( 271 ^ ' i /o ( P'I + K,„ , .| (p, y , HT, . • . ) j 

X fSi'lJ.- ■'•.U — > y)\ — I ^ ^ ^ f/a r/tJ. d?. r/v . . . 


ou, ce qui revient au même. 

'■?== H A,„ 

fjlv y, i''“ . . . J'f. { JJ., V. Tü. . . .) dct. d\i. do dv . . . 

^ ga([j. .i-n -1 gfj(v- yjv -i _ _ V. TH, . . . ) da dy. de d.v . . . 




X V - ' . . . y‘„ I V, M, - . .) da dy. de dv . . . 

et, peur faire coïncider les valeurs de 


dy d- y 
~Jt' ~dd 


d" 


dr 


eorrespondaiiL à t = (j, avec les quantités 

./nf-t-’i J'i -) • • • )) _/i (-^'i ,}'i • • • )i /î! (•<■‘5 J'i "-1 • • • )• •••' Jm I (•■f'i J'i -» • • • )i 

on regardera A,,, Ai , • . • , , 1 ^ 0 ♦ if 1 . • • . , > • • • ? Kwi— 1 

comme des fonctions de a, ô, v. . . déterminées par les équations 



' A„ 

• r- A) 

-1 ■ . . 

• • i’ A„, -1 

— 1 ! 

(' 4 ) 1 

1 AoÜ„ 
i 

-i- A,Ü. 

-i . 

• • H“ A„[._i (ini—l 

= U, 


1 

, AoO;r' 

-h A,0"'-' 

—I- . . 

• H" A,„ _i { 

= 0, 



-1- B, 

-i - . . 

. • -i- B,„, , 

0 , 

(i 5 ) ^ 

1 BoOo 

+ B.O, 

1 -, 

• • H~ B,«_i 0„t_i 

:rrü. 


[ B„or' 

- 1 - 

H- . 

.. -eB,„-,0n 

= 0, 

etc. 

[ K„ 

+ K, 

H- . 

• • -r K„i_ , 

= 0, 

(16) 

1 KoOo 

+ K1O, 

H- - 

• • !“ K,„_i 

1 = 0, 


1 Ko or 

' + K, or 

'-I-. 

• • -r K;ji.,| Or 

1:^1. 


Dans le cas particulier où Téquation proposée ne renferme qu’une 
seule dérivée partielle de © relative à t, savoir : 


degré ni, on trouvera 


< ‘7; 



77.0,,. 0 ,- 6 0„. 

Ü„,_ 

X-0„. 


i 

Ao^-.- 

[ 

/}/ 

ni 

A -, 

/n 

■ ‘ ■ 7 V,( 1 

1 

//? 

(18) ^ 

1 

1 

ni 0„ 

B,::: — ^ - 

/77(0 0„ 

• • • , tb» ( 

1 

nddï, 


Kn 

I 

K, 

l 


1 




/«(//Ou)'" ' ' 




U 

1 

.... k 

I 





nt(() 6n)”'‘ ' * 

- ^/;i 1 




et par coiiséqueiil la formule {l'S) deviendra 


( ig ) cp 





e 


/.O. t 


V -I gW—i \ - I _ . , /()(//, V. 777. . . . ) (/y. (I\J. (lô (i'J . . . 



X v'-i (>:K>--y 1—1 . . . j\ V. nr, ... ) d y. d\j. de dv . . . 


( 27 r) 


/» //i t /•'* 


f ni \ 


^ .l'iy-t (jjL, V, 5T, . . . ) f/S dv ... , 

les intégrations relatives aux variables a, 6’, [x, ... étant faites, 
à l’ordinaire, entre les limites — 3c, 4-oo, et celles qui se rapportent 
à la variable t, à partir de la limite t = o. Lorsqu’on suppose in = i, 
la formule (19) se réduità l’équation (4): et, lorsqu’on suppose;// =2, 
à la suivante 


I 

t///* e®»'-!- 


(2 7r)'' , 

Jllr" 


X 

-Xi'-I eOi-7-.v)v'-i ,, , J, ^ Vj CT, . 

. . ) ^/a rfp. t/c dv 

I 

llfr 


(27:^ 

J liH 



V,77T, . 

. .) da djj. dê dv 



De plus, si, en substituant aux exponentielles imaginaires les sinus 
et cosinus, on développe dans l’équation ( 4 ) le produit 

fS\i fj'jA \ ~ .> V ~ 

êl dans l’équation (mo ) le pi'oduil 


les intégrations ('H'ectuées par rapport aux variables a, d\ y, . . . entre 
les limites — a:, + oc, feront évidemment disparaître les termes qui 
renferment un des sinus 


siti a ( |J. ■- ./•), siiii(v - r), siiiy^OT 

toutes les fois que le premier fac.leiir 




y)/ 




sera uiu' fonction paire (l(‘ a, o, y Par consé([uent, dans c(‘tte 

hypothèse, l’équation ( f ) se trouvera réduite à 


(■ I ) 


• • • ('ns a ( y. • .r) cosc ( y - ■ _>•) rosv (nr 


JH ‘ 

X yl) ( y, V, M, ...] (lu dy. dZ d'j r/y dm ... 


et l'équation (o.o') à 


A'-l- 


( 'îtt)" 

;< /’, ( [J., V, ?TT, . . . ) dx dy. d?. dv d-r dm . . . 

. -0 , 


(•( (sa ( y. — ..(• ) rose (’ y - - >' ) cosy (w 




ri r'X{y. ■- - ./•) (’(,jsc {y - y ) rus-ym o) . . . 


/',) ( y, V, TTT. ... I dx dy. c/c dy c/y dm .... 


les intégrations relatives aux variables a, bh y, . . . devant encore être 
faites entra* les limites — oc. H- oc, et l’intégration relative à /, à {uirtir 
de / = o. 


Nous allons maintenant tirer des équations (ai) et(22') les intégrales 
générales des équations aux différenees partielles que fournissent 


diverses questions de physique et de mécaniquê, et nous retrouverons 
ainsi les résultats contenus dans les Mémoires des auteurs déjà cités. 

La loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans un corps solide 
et homogène, dépend de Téquation 


^3 ) 


d '3 ''é '9 

d( " I 


a désignant une quantité posilive. Si dans celte équation on renqjlace 
respectivement 

r/a d' O d- 9 d- o 

77/’ d7-' 77?^ 

par 

0. (.\/=:t)=, ê(v/^)-, ■•(^crry. 

on trouvera, an lieu de la formule ( 3 ), la suivante : 

(' 24 ) 0 — — a( a- H- O- -ç- y- ) . 


On aura d'ailleurs, dans le cas présent, n = ‘,i. En conséquence, la 
formule (21) deviendra 

(•>.')) 9 — Ijjjjj T-;./ ,.,,sa(«a — .r) (•.()sc(v — J' ) 

X fo'^y — z) f( (J-, V, ci) dy. cjo oty d.ij. dv dxîs. 


De plus, comme 011 a généralement 


et par suit<‘ 



vo<‘>.bi( ri U 



ut 



cos/zzz du 


•x 


TT- - 

~r e 


a, b désignant deux nombres quelconques, on pourra, dans le second 
membre de Téquation (n 5 ), effectuer, entre les limites — co, -t-co, 
les intégrations relatives aux trois variables a, <0, y; et bon trouvera, 
par ce moyen. 


(2(1) 




lü. -.Tii J- |V -Tl'^ -I IIÎT 


t '/("/J-, v, Cl) d[j.dv drs. 


c 


AUX IUFFKRENCKS PARTIEL 1. KS. 


Pour prouver directeineiit que cette dernière valeur de 9 satisfait 
a la lorinule (aS), les intégrations étant effectuées entre des limites 
constantes arbitrairement choisies, il suflit d’observer que, si ron])ose 

IÎJ.--.I- = -■ iv- r =-+ rrr - ; - 

T = C. 

la lonction T satisfera elle-même à Téquation aux différences par(i('lles 

d'V , (P'V id'ï' r/-'T 

7* -"lÿp + Tiÿ; -;f^y 

Si l'on prend pour limites dos intégriitions rcdalivcs à y., v. -, les six 
quantités 

pOî ''<,1, TT),,. 

IJ;. V,. rry,. 

et que Ton fasse 

[J. r— :r -!- 9 . a V x-r -i- •) g yd//. ttt l_: r- n- 9 ',' \'clf. 

OL, O, Y désignant trois nouvelles variables, l’équation (26) deviendra 

I j.j ) 0 Z- A- Ijl (y y-- g’- 'y" J\.r ->r 9 y. \ Ht. )• -i- M c ^ 2 y \!iit') cly clz ch 

— p-d ^ _ y — Vq — çgp 

9 \/at 9 \'al ' ■>. \lnt 

[•>■1 — g — .V __ __ ~i ^ 

9\/a(. 9\'uf ‘ •i\Uit 

La valeur de 9 donnée par Téquation précédente remplit évidemment 
la condition de se réduire à 

/(.r, ,}•, 3) 

pour t = 0, du moins tant que la valeur de x reste comprise entre les 
limites p-o, celle de_}' entre les limites Vq. Vj. et celle de ^ entre les 
limites gTo, rryi- Si Ton voulait que la môme condition fût satisfaite 
pour des valeurs quelconques des variables x. y, il faudrait alors 
supposer 




ce qui réduirait l’équation (27) à la formule 


('^8) 


T" ' 




X _/'(./■ + -A y. r -i- 2 c \^aL^ Z - 1 - \(it) 

! OC oc , a = CO \ 

O n_ — QC , 3 " CO ) • 


- ce . *■' CO 


Si, au lieu de l’équation (20), nous avions considéré la suivant(^ 


( 5-9 ') 


d'il dr O 


nous aurions obtenu rintégrale 

(Ho) O ccr ~ f f(. T -h 9.7. da 


a - 


- /^-n ] 

2 I 


a r - 


— -g 

2 


Pour que la valeur précédente de 9 se réduise à /(u-), quel que soit œ, 
il faut supposer 

X-, ;a|~^-x. 

On retrouve alors l’équation 

(Ht) O = / c y-'’ f{x -\- ‘la. sjid) d'Â'^ ^ \ 

' J ' ' (a r- -i - ^ I 

donnée pour la première fois par M. Laplacji. 

Après avoir déduit de la forniulc (21) les intégrales des équations 
(28) et (29), je vais présenter quelques applications de la formule (22). 

Considérons d’abord l’équation aux dérivées parti'elles, à laquelle s(' 
rapportent les petites vibrations des plaques sonores, homogènes et 
d’uiK' épaisseur constante, savoir : 


( 32 ) 


d^ 

dd 


d~b- 


1 d.yd 


-h 2 


d' Z 


r/.r- dv ’ 


d^z I _ 

dy’" ( ~~ 


O. 


Si dans cette équation, où b- désigne une constante positive, et où la 
variable principale se trouve représentée par on remplace respec- 



tivement 


d- Z Z 

dt- ’ 


d^z d'>z 

dx’^'^ dx- dy-^ dy’^^ 


pai' 


0 -, (av^- i)'^, (a iy(o V - i)-, 

on trouvera, au lieu de, la formule ( 3 ), la suivante 

(33 ) 0---I ■ b'{ y."- l - c') _i; O. 

On en tirera 

Û nr ±; /; ( y- -j- 6- ) \l — i , 

ou, ee qui revient au môme, 

la valeur de Üo, étant déterminée par l’équation 

Oa: - é (a- -i- C-) v'- ■ ' • 

On aura d’ailleurs, dans le cas pi'ésent, ,r = '>. En conséquence, la 
formule (22), dans laquelle ou devra écriia', ,3 au lieu de 9, donnera 


( 34 ) ,2 


, 

I 

4 TT 


COS ( oc- -h 6 “ ) hL (MIS a ( p. — x) cns 6 1 v — v) j\ ( p., v) dy. c/c d\x c/v 




cos ( a - -h O - ) hl cos a ( p. — ) 


X cosê(.v - - y) J\ (iJ; v) ch. do d\j. d-j. 


On peut simplifier le second membre de l’é(|uation précédente. En 
e.ffet, dans le Mémoire qui a remporté le prix sur la théorie des (uides, 
j’ai fait voir qu’on a i^énéralemeiU 


^ COSTTT- COS'.U/m dvs ^ y j (coS/tl' h sin/;(- ), 
ühiuy- COS7./H1T1! dru ~ y* (cos/«.- - 
et par suite 


en -~=. O 
en — rx; 


. J 

1 1 COS ( w- - e p- j cos 2 ni m cos 2 n p dm c/p j ' J, iz - ÿ s ‘ * 1 ( - + n- ) ; 


ïïT — O , ta — CG 

p ~ 0 , 0 — ce 



INTKGRATlOiN DE CERTAINES lU,)MATIONS LINÉAIRES. 
On en conclut immédiatement 


cos(cT-+ p-) cos2/;mcos?-//p «r/mr/û) ^ îîïï j — t: yjn : 

( P ~ — x: , O zzzcC' l 


puis, en remplaçant les quatre quanlité: 


eu, p, /«, /i, 


par 


on lrouv(' 


y. \'b( 1 O \‘ bt ■ 


U. - .r V 


J 


■.>.\lbl 'j\^bt 


Il (‘.os(a-+ S-) A/ rosrz (/J. — ./' ) coscl v - v)rly.dÇ) 


] 6 r_: 


- Vi : y. “ X' 
-■ X , c rr X 


r, . J. — .r)--i- (V - }•)- 

— sin ^ 

ht ,| ht 


Cela posé, la formule (34 ) deviendra 


( .'•)5 ) 


i r.ht 




f " 


U'/ 

( 'J. -- (V 


>•)■ 


i ht 


J\ ( V ) du. dv . 


Pour prouver directement (ju(‘. cette dernière valeur de vérifn* 
l’équation (dp.), (juelles qu(‘ soient les quantités constantes prises 
pour limites des intégrations relatives aux variables p. et v. il suffira 
d’observer que, si Ton pose 

(p — C'-' 

\bt 

la fonction T satisfera elie-mènie à l’équation aux différences partielles 

d:-T u/'^T d^T d^T] 
dt- I dæ' d.T- dy dy^ J 
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correspondant à z = o, se réduiront aux deux ronctions 

/n(-^^.r), r), 

tant que la valeur de x restera comprise entre les limites p.o> p-n et 
celle dey entre les limites Vo, Si Ton voulait que ces mêmes condi- 
tions fussent remplies pour des valeurs quelconques des variables x 
et y, il faudrait supposer 

p.Q — — 00, Vfl— — 00; |J., = -1-00, v,r=:-f-oo; 



et, en faisant dans cetto hypothèse 

jj. “ a.: -i- 9 a V — V -H a c \ '/O/, 

on obtiendrait, pour détermitnn* la valeur «éiiérale de rfupiafioi 
très sinriple 

I o() ) ô Ij' sln( a- -i- c-)/„(.î' -! ■>. v. ^ V “K S \ ht') dv. r/c 

I (It il sia (a- -h S- } f\{ - f -i v. \ ht . r ■ ■>. z\ht) dv. r/c 


T.orsqu’à la phna 

(3:) 


ZC . 

yz . c rz: 


(le ré(|iiation ( d:-'.') on s(' propose la suivante 


d- . r/' c 

,Jr- ^ 


on (rouve, pour iu(('^'rale ü;én(‘rale, au lieu do la fonnule ( dh), 


(313') 


(o/â)' 


(sin:r- 4- rovz- \ J\s(jv 4- :( ’J. \'ht) r/a 


-4 /•( 


sm a- 4- cos a 


- l./’i ( -r -I- ■>. a \/7^/) 


a. ■ — ■ -jy 
a C.C -I- vi 


Considérons (uieore T équation aux dilléronees partielh's 


(3Ç)) 


dH ) ^ J ^0 _ ^ ) _ 

dd / r/.r- r/v- \ 


qui sert à déterminer les lois de la propagation des ondes à la surhuu! 
d’un Iluide pesant d’une profondeur indéfinie. Si dans cette équation, 
où la force accélératrice de la pesanteur est désignée par et bi 
variable principale par Q, on écrit à la place des coefficients différentiels 

r/^ 'ilQ 

dl'* d.r- dy- 


O'. {av'--i)h (Sv^ -‘)'; 


les quantités 


V l \ U J K F K R F N C E S R A R '1' 1 1': E 1. E S . 


on trouvera, au lieu de la roriuule (3), la suivante 
(-10) 0^ - 0-) “<1. 

(,)n en tirera 

0^ — ± 

et pai' suit(', si l’on lait, pour abrégei-. 

on ohtiendi'a quatre vahuirs de 0, eoiiiprises dans les deux rorinules 
0„ ±: 0„ . I) i: 0„ \ — i . 

Or, dans le jjroblèine dont il s’agit, on démontre assez raeileuienl ; 

T” que la valeur générale de Q ne doit pas reiit'erimir les (‘xponen- 
tielles de la Ibrme 

mais seulenient les exponentielles imaginaires 

■a" ((ue cette valeur générale de Q est complètement déterminée, dès 
(pie l’on connaît les valeurs particulières de Q et de correspon- 
dant à t = o. On pourra donc opérei*, (•omrne si 6 n’admettait qui', 
deux valeurs, savoir ; 

=b 0- \ — I, 

ou, en d’autres termes, comme si la rorinulc ( lu) se réduisait à 

(40 

et prendi’e pour valeur générale de Q le second membre de l’équa- 
tion ( 22 ). On aura de cette manière, en écrivant 


au lieu de 


7.--+S*)* «■’' i\ - 1 _j,_ a- ! \ 


(4-^) '')■ 


'I 


i 1 . 

cos(a-+ O- y g' /C(j.^ y. ({J- - - f) coso^v -~ y) v) rfa r/o 


^^ 4 ?^ J ‘yljjl -'-y 

X cos a ( [J. — .r ) cos S ( v — r) l\ ( y., v ) (h. do d[J- dv ; 

OU, ce qui revient au inènie. 


( |3) Q = llll cos(^a--i- Sq'’ g- / c()sa([J. — .r) (■übo(v y) da. do d'J. 

I 


+ 


2 TT- g- 


siii ( a- -T c - ) ■ / 


X cos y.([J -— -v eus s ( V -- )■ ) /i ( [J-, V ) 


f/a c/b f/|J. f/v 


( a- H- S- ) ' 


Cette dernière équation coïucidt; avec celle que j’ai donnée dans 1 
Mémoire sur la théorie des ondes. A l’inspection seule de cette méin 
équation, on reconnaît immédiatement que les valeurs de 

dO 


U cL 


dt 


se réduisent à 

/./.'r, _r) et ./i .) ) 

pour / = O. 

Si, au lieu de l’équation (dg), on eût considéré la suivante 


(44) 


d'" Q d- Q 


dt^ ' dx^ 

on aurait trouvé, en opérant comme ci-dessus, 

(45) Q = iJ' cos a ■ g- 1 eus a ( p. — fui y- ) dy d[j. 

~ U sin a - g- t ('.os a(y. — xfi (y.) — y- i 


2 


f(,{x) et fi{oc) désignant les valeurs de Q et de correspondai 


Après avoir prés(3iité plusieurs applications des formules (^21) (M. 
(22), revenons à l'équation (19). Dans celte équation, où la lettre n 
désigne le nombre des variables 

.>'■ - 

c’est-à-dire, le nombre des variables indépendantes diminué d'uiu' 
unité; le piM'.mier b'.rnie du second inembre résulte de plusieurs inté- 
grations successives dont le nombia' est double de //. Parmi ces inlé'- 
grations, les unes, relatives aux variables a, o, y, . . . doiveni éli'c 
exécutées sur des fonctions déterminées de ces variables, entre les 
limites — 3c, -[-00; et dans j)lusie.urs cas. comme, par exemple, dans 
le problème de la chaleur cl dans celui d(‘s plaques vibrantes, (dles 
donnent pour l'ésultat une fond ion linie des autres variables 0., 
V, 07 , .... Quant aux intégrations i-elatives à ces dernières variabh's, 
il semble, au preiriier abord, (ju’oti lu* pourra jamais les elï'ectuer, 
même en partie, avant de connaître la fonction . . . ), c'est- 

à-dire, la valeur d(ï 9 correspondant à / = ü; et que, jiar suite, si 
cette fonction reste aidiil raire, le second membre de réquation (19) 
aura pour premier ternie une intégrale multiple dont l’ordre ne saurait 
devenir inférieur à /i. Toutefois, il n’en est pas ainsi, et, après avoir 
eÜectué les intégrations relatives aux variables a, o, y, . . . on peut, 
dans certains cas, parvenir à des réductions nouvelles par des considé- 
!*ations semblables à celles dont j‘ai fai( usage dans un Mémoire sur 
les intégrales définies, lu à l’Institut le 22 août rfti.f. Mais, comme 
l’examen de ces réductions m’entraînerail trop loin, je le renverrai à 
un autre article, et je terminerai la présente Note mi donnant la solu- 
tion d’une difficulté que pourrait ofi’rir l’emploi des formules générales 
ci-dessus établies. 

Considérons, pour fixer les idées, la formule (22). Il arrivera 
souvent que dans cette formule rune des exponentielles 

deviendra infinie pour des valeurs infinies des variables a, ë, y 

Il iTen faudra pas conclure que les intégrales multiples comprises dans 
le second membre soient infinies, mais seulement qu’elles sè présentent 


sous une forme indétermintM», puisque les variables a, o, y, 

veuaiit à croître. h;s (bnctious sous les signes jj obtiendront des 

valeurs alternativement positives et négatives. Toutefois on fera dispa- 
raître Tindétermination dont il s'agit à l’aide d'un artifice de calcul 
que je vais indiquer. 

Conci'voiis ({ue Ton jireniu* pour exemple l’inlégrale général; (!(' 
l’équation 




d- d- O 

' 71 ^ 


O. 


Cette intégrale générale, déduite de l'écpiation éne), est 

I d' 4- e 

{ 7 ) O — Il (•,( »s y. ( U. — :f ) _/„ ( jj. ) dy dy. 

cu.sa(p. x)J\[\J.)dyd[x\ 

et chacune des intégrales multiples qu’elle renferme se présente sous 
une forme indéterminée. Néanmoins l’expression 

( 4tî ) jj - ■■■ — — cos y ( [J. ) /„ ( (J.) da d[J. 

obtiendra une valeur déterminée, si on la considère comme repré- 
scmtant la limite vers laquelle converge l’intégrale double 

(49) JJ c ^ x)J\{\J.) dad-iJ., 


tandis que le nombre auxiliaire k s’approche indéfiniment de zéro. De 
plus, comme on a, entre les limites a— — oo, a =-l-oc, 
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il est clair qu’on pourra remplacer rintégrale (49) par la suivante : 

JL /. _ tv- ••*-•)- ( s, 


•?. TT- k' 


Si l’on prend cette dernière entre les limites — co, +go, et que l’on 
y suppose 

[J. =: ./• H- 1 k- a . , 

a désignant une nouvelle variable, 011 trouvera pour résultat 

te- C( )S / ^ \ y;, {.V -h k- a ) da. ^ ‘ i • 

T-ü J \k'^ J [a = ->r 00) 

Cela posé, l’équation (47) deviendra 
(5o) 



( oc =rH-co j ’ 


rintégralion relative à la variable; 0: devant être effectuée entre les 
limites — qo, H- 00, et le nombre k devant être supposé nul après cette 
intégration. On peut s'assurer directement par le développement en 
séries des deux fonctions 

fi) ( + 2 /«.^ ) , 

/;,(.-r 4- 2/c- a), 

que la valeur précédente de o satislait à l’équation ( 4 b). Ajoutons que, 
si Ton pose t~o, les valeurs de o et de tirées de la formule ( 5 o), 
se réduiront, la première à 



Tih liN 1 KGUATION DE CERïAliNES EQUATIONS LINEAIRES 
et la seconde à 


-t/' (•^) f =/t 

TT- 


ün aurait pu, en introduisant les imaginaires sous les signes /o et 
obtenir la valeur de 9 sous une forme différente de celle que présente 
l’équation (5o). En effet, comme on a généralement, en supposant/- 
infiniment petit. 




I 1 az \ - 


cosa ( [J. — .r) /( [J.) da dy. 


;Ob a. {y- — -t' -t- / ) -h i'os a (y. — a: — t) 


. r - O +/(^’ - O I 


f(y.) da d[J. 


on en conclura, par analogie, 


.Il 




COS a ( y. — X ) /( y. ) da dy. 


7r /(--f- - ^ \/— 0 +./(■-/•• H- / \/- 1) ( _ 


Cela posé, l’équation ( 47 ) donnera 
( ; J 1 ) O — y» ^ s! — 0 -t-yp ~~ \i— 0 

^‘/i (/r H- I \/~ i) — i y/— i) 


H- 


dL. 


Si Fou égale entre elles les valeurs de 9 tirées des formules (5o) et 

(51) , et que l’on fasse en outre 

/.(^■) =/(.r), /, (a.') = ^ /=!, 

ou trouvera 

(52) 


—J é " r « cos ( -j \/( X H- 2 k- oc ) d'à , 

7i - \ A - / 


i(' nombre k devant être réduit à zéro, après Jes intégrations. Cette 
dernière fornmle peut être considérée comme servant à définir la 
Idnction — i), lorsqu’on connaît la fonction f{cc). 

La remarque que nous avons faite à l’égard de l’équation (22), 
serait également applicable aux équations (i 3 ) 01(19). 

Po.st-scriplum. — Si l’on développe les seconds nuMnbia'S d(!s équations 
(j 3 ) ('t (19) (îii séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de t, 
les coellicifiiits de ces puissances ne ïam fermeront d’autres facteurs 
variabb's qu(' b's fonctions (i 1) et leurs dérivées. De plus, les séries 
obt(‘nu('S seront précisénumt celles que l’on déduirait par le théorème 
(le Maclanrin des équalions aux dilférenees partiidles qu’il s’agit d’inté- 
grei'. Il s(‘mble résulter immédiatiunent d(' cett(' obsc'rvation, (pie l(‘s 
l'ormules (i 3 ) et (19) sont b's intégrales générales de c('s équations 
aux diflermices partielles. Néanmoins, dans un nouveau Mémoire lu 
à rAcadémi(i des Sciences, j’ai fait voir (pi’à un meme développemenl 
en série pouvaient correspondre plusiiuirs fonctions Irés distinctes h^s 
unes des autres. Cette remarque sulîit ])Oiir montrer l'incertitude de 
la proposition ci-dessus énoncée; et, dans l’élal actuel de l’analyse, 
il ne reste aucun moyen de juger si les formules (i 3 ) et (19) sont les 
intégrales générales des équations qu’elles vérifient, ni à quels carac- 
tères on doit reconnaître ces intégj*al(;s générales. 
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LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES 

ET SUR 

L’ÏNTIÎGRATION DES ÉQUATIONS DTFFÉRENTIELI.ES 
OU AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


Bitllelia de la Socièlô P/dlomalique^ p. 49-54; 1822 . 


Pour découvrir et démontrer les propriétés les plus remarquables 
des fonctions, on a souvent employé leur développement en séries, ou 
suites infinies, c’est-à-dire composées d’un nombre infini de termes; 
et, parmi les géomètres, ceux mémo qui ne se sont pas résolu, suivants 
la méthode de La Grange, à faire de ce développement la principale 
base du calcul infinitésimal, s’eu sont du moins servi pour établir 
plusieurs théories importantes; par exemple, pour déterminer le 
nombre des constantes arbitraires, ou des fonctions arbitraires que 
comportent les intégrales générales des équations différentielles, ou 
aux différences partielles, pour calculer ces intégrales, pour fixer les 
caractères auxquels on doit reconnaître les solutions particulières, ou 
intégrales singulières, des équations différentielles, etc. Toutefois, en 
remplaçant les fonctions par des séries, on suppose implicitement 
qu’une fonction est complètement caractérisée par un développement 
composé d’un nombre infini de termes, au moins tant que ces termes 
obtiennent des valeurs finies. Par exemple, lorsqu’on substitue à la 



fonction f{x) la série de Maclaurin, et que Ton écrit en conséquence 
(O /(■*) =-/(o) + ^>( 0 ) + 

on suppose qu'à un système donné de valeurs finies des quantités 

/(O), /(O), /"(O), ... 

correspond toujours une valeur unique de la fonction f(x). Consi- 
dérons, pour fixer les idées, le cas le plus simple, celui où les quan- 
tités . . . s’évanouissent toutes à la fois. Dans cette 

hypothèse, on devra, ce semble, conclure de f équation (i) que la 
fonction f{x) s’évanouit elle-même. Néanmoins cette conclusion peut 
n’etre pas exacte. En effet, si l’on prend 

011 trouvera 

/(0) = 0, /(o)r=(o), /'( 0 ) = 0, 

Il en serait encore de meme, si fon supposait 

OU bien 

1 

ton- 

désignant une constante positive, et a -j- H- . . . une fonction 
entière de œ; ou simplement 

I 

f{x) = c 

la variable x étant assujettie à demeurer constamment positive, etc. 
On peut donc trouver pour /{x) une infinité de fonctions différentes, 
dont les développements en séries ordonnées suivants les puissances 
ascendantes de x se réduisent à zéro. 

On serait naturellement porté à croire qu’ôtant données les quantités 
• • •’ f équation (i) fera du moins connaître la 
valeur de f(x) toutes les fois que la série comprise dans le second 
membre restera convergente. Néanmoins il n’en est pas ainsi. En effet, 



nommons ç(a;) une fonction dévelojDpable par le théorème de Maclaurin 
en série convergente, et, de plus, équivalente à la somme de la série 
obtenue ; désignons par 7 (.x*) une autre fonction dont le développement 
se réduise à zéro : les deux fonctions 

o(-r] cL o(.f) 

distinctes lune de l'autre, auront pour développement une même série 
convergente. Par exemple, les fonctions 

1 

ont pour développement commun la série convergente 

.r- ./•’* 

I I . 1 . •>. . rî 

dont la somme équivaut à une seubr d’entre elles. 

Il suit de ces remarques qu'à uik' seub' série, meme convergente, 
corrCvSpond une infinité di' fonctions différentes les unes des autres. 
11 n’est donc pas permis de substitiu'i* indistinctement les séries aux 
fonctions, et pour être assuré de ne commettre aucune erreur, on doit 
borner cette substitution au cas où les fonctions, étant dévelo[)pables 
on séries convergentes, sont équivalentes aux sommes do ces séries. 
Dans toute autre hypothèse, les séries ne peuvent être employées avec 
une entière confiance qif autant qu’elles se trouvent réduites à un 
nombre fini de termes, et complétées jiar des l'estes dont on connaît 
les valeurs exactes ou approchées. Ainsi, eu particulier, lorsqu'on veut 
déterminer par une méthode rigoureuse les maxima ou minima des 
fonctions, et les véritables valeurs des fractions qui se présentent sous 

la forme on emploie la série de Taylor, non pas en la regardant 

comme composée d'un nombre infini de termes, mais en la complétant 
par un reste dont la valeur demeure comprise entre certaines limites. 

Après les considérations que nous venons d'exposer, on ne sera pas 
surpris de trouver en défaut dans certains cas des propositions géné- 
rales établies par le moyen des séries. Nous nous contenterons de citei* 
à ce sujet les exemples qui suivent. 



Soit 

(■J.) (/y =z/(.i\ y) (/.r 

une équation différentielle entre les variables x, j; et 

r = t’(.r) 


une valeur de j propre à vérifier cette équation. On démontre, par le 
moyen des séries, que cette valeur de j est une intégrale singulière, 
toutes les fois qu’elle rend infini le coefficient différentiel 

ÿlîEiil. 

dy 


Mais cette proposition ifesl pas toujours vraie. Ainsi, fon satisfait à 
l’équation diff'érentielle 

(3) dy = [ H- (,)• — ./•) log(j ~ ./■) I 


par la valeur y = qui rend infinie la fonction 


d\d~^ (/ — 

4 


a-)log(,r - .v)\ 
dy 


— I H- ; 


et cependant J = a:;, au lieu d’être une intégrale singulière, est tout 
simplement une intégrale particulière, puisqu’elle se trouve comprise 
dans l’intégrale générale, savoir : 




C’est encore par le moyen des séries que l’on détermine le plus 
souvent le nombre de constantes 'Ou de fonctions arbitraires que doit 
renfermer l’intégrale générale d’une équation différentielle, ou aux 
différences partielles. Toutefois ce mode de détermination ne saurait 
être considéré comme suffisamment exact. Supposons, pour fixer les 
idées, qu’une équation linéaire aux différences partielles renferme 
avec les variables indépendantes x, j, et la variable principale 2; i" la 
dérivée partielle du premier ordre de par rapport à x; 2" une ou 
plusieurs dérivées partielles de .s, relatives à 7. Dans ce cas, la valeur 
générale de 2 pourra être représentée par une série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x, et qui ne renfermera d’arbitraire que 



la foiicLion de j, à laquelle est censée se réduire pour a; = o, Par 
conséquent, si cette fonction est connue pour toutes les valeurs 
possibles de r, il semble que la valeur de z sera complètement déter- 
minée. Néanmoins il n’en est pas ainsi. Concevons en effet que l’équa- 
tion donnée soit la suivante ; 


(4) 


dz / I \ i dz ^ 

dx “ \ y- ) d.y '- y -' dy ’ 


et désignons par cp(j) la fonction àey à laquelle æ doit se réduire par 
x=o. La valeur de déduite de l’équation (4) par le développement 
en série, prendra la forme 




- — ? (y ) T 



d’o{y) 

dy^ 


y d(!^{y) 

y'-' (fy 




Tous les termes de la série précédente étant des fonctions déterminées 
des variables ce et y, lorsque la fonction ©(j) est elle-meme déter- 
minée, il semble en résulter qu’une seule valeur de ^remplira la double 
condition de vérifîer l’équation aux différences partielles proposée, et 
de se réduire à ip(j) pour x = o. Néanmoins il est facile de s’assurer 
que, si l’on satisfait aux deux conditions énoncées par une certaine 
valeur 
((j) 


on y satisfera encore en attribuant à z la valeur plus générale 

I 1 -\~y-i 

( 7 ) = y)-\-ca; -e 

dans laquelle c désigne une constante arbitraire. 

Ap rès avoir montré l’insuffisance des méthodes d’intégration fondées 
sur le développement en séries, il me reste à dire en peu de mots ce 
qu’on peut leur substituer. 

Pour déterminer le nombre des constantes arbitraires que comportent 
les intégrales générales des équations différentielles entre deux ou 
plusieurs variables, et pour démontrer l’existence de ces meme inté- 
grales, il suffît d’employer les méthodes que j’expose depuis plusieurs 
années dans mes leçons à l’École Polytechnique. Ces méthodes seront 



l’objet d'un nouveau Mémoire. La détermination du nombre des 
constantes arbitraires, en particulier, repose sur le théorème suivant : 

Si une fonction xrfx') de la variable x évanouit pour x = o, le 
rapport de cette fonction à sa dérivée, savoir : 

s"' évanouira lui-méme quand on fera décroître la variable x au-delti de 
toute limite. 

.rajouterai que la méthode dont je lais usage pour démontrer Texis- 
tence des intégrales dans tous les cas possibles, sert en meme temps à 
calculer, avec telle approximation que l’on veut, les valeurs des 
intégrales particulières correspondant à des valeurs données des 
variables. 

Pour distinguer, relativement aux équations différentielles du 
premier ordre, les intégrales singulières d’avec les intégrales parti- 
culières, il suffit d’appliquer la règle que j’ai fait connaître dans un 
Mémoire lu à l’Institut le iSmai iSiG. D’après cette règle, que l’on 
démontre rigoureusement sans le secours des séries, pour juger si une 
certaine valeur de r, par exemple, 

est une intégrale particulière ou singulière de l’équation différentielle 

y) 

on doit recourir, non pas à la fonction dérivée 

df{^, y) 

dy ’ 

mais à l’intégrale définie 

r d^ 

J /(•«) y) —/(•*■•. ’ 

l’intégration étant effectuée par rapport à y seule, et à partir de 
y = Y(x). Suivant que cette intégration donnera pour résultat une 


quantité finie ou infinie, y = F(£r) sera une intégrale singulière ou 
une intégrale particulière. Ainsi ou peut affirmer que la valeur y = ^' 
véi'iile, conimo intégrale singulière*, Téquation dilTérentielle 

fly nr [ i-y (y — j (Lr ; 


et, comme intégrale particulière, les deux suivantes : 


rir rr: I 1 + ( y - - .i j | (luy 

('/}- — I 1-1- (_y -• .r) ]o"( )• — j I 


attendu qu’en olîecUiaiit les intégrations relatives à y, à partir de y = 07 , 
on trouve 


/■ 


./■ 


^ly 


<r 


— ,^Olog(y — .r] 


log(r — ./•) — logo =zx 


log log log log - “ 

V — ./■ ' O 


Quant à rintégration des équations aux différences partielles, il ne 
semble pas possible, dans l’état actuel de l’analyse, d’assigner les 
caractères auxquels on doit reconnaître leurs intégrales générales, si 
ce n’est pour les équations du premier ordre, et pour celles qui 
s’intégrent par les memes procédés. 



MÉMOIRE 

vSl]R LES INTÉGRALES DÉFINIES 
OÙ L’ON FIXE 

LE NOMBRE ET LA NATURE DES CONSTANTES ARRITRAIRES 
ET DES FONCTIONS ARBITRAIRES 
QUE PEUVENT COMPORTER LES VALEURS 
DE CES MÊMES INTÉGRALES 
QUAND ELLES DEVIENNENT INDÉTERMINÉES. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. 161-174 ; 


Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies, présenté à 
l’Institut le 22 août 18 14 (^ ), j’avais remarqué qu’une intégrale 
double peut devenir indéterminée, et j’avais appris à former a priori 
la différence entre les deux valeurs qu’on obtient pour une intégrale 
de cette espèce, suivant l’ordre qu’on établit entre les deux intégrations, 
De plus, dans mes leçons à l’École Polytechnique, et dans celles que 
j’ai données, en 1817, au Collège royal de France, en i*emplacement 
de M. Biot, après avoir observé que les intégrales simples peuvent être 
finies, ou infinies, ou indéterminées, j’ai indiqué les moyens, non 


{'-) Ce Mémoire, qui sera bientôt publié, a été approuvé par l’InstiluL, sur un rapport 
(le M. Legendre, daté du 7 novembre i8i4, et dont les conclusions se trouvent imprimées 
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28 ^ 1 . 

seulement de distinguer ces trois sortes d’intégrales, mais encore de 
fixer la nature des constantes arbitraires que comporte une intégrale 
simple indéterminée. Une partie des principes sur lesquels je me suis 
appuyé se retrouve dans mon Mémoire sur les solutions particulières, 
présenté à l’Académie royale des Sciences le i3 mai i 8 i 6 . Les formules 
nouvelles que j’ai déduites de ces memes principes, particulièrement 
celles que j’ai données dans le Mémoire de i8i4, et dans mes leçons 
au Collège de France, sont d’une très grande généralité. Le plus 
souvent les intégrales dont elles fournissent les valeurs renferment, 

sous le signe 5 des fonctions arbitraires dont on peut disposer à 

volonté. Ces memes formules comprennent, comme cas particuliers, 
un grand nombre de celles qui étaient connues avant la publication de 
mon Mémoire, et plusieurs autres auxquelles on est parvenu depuis 
par des méthodes différentes, par exemple, à l’aide du développement 
en série. Toutefois il est essentiel de remarquer que l’on ne peut 
compter sur les valeurs des intégrales déterminées à l’aide de cette 
dernière méthode, qii’ autant que les séries dont elles représentent les 
sommes sont convergentes. Les méthodes dont j’avais fait usage 
n’offrent pas cet inconvénient. L’importance des résultats auxquels 
elles conduisent, m’a fait penser qu’il serait utile de montrer toute 
l’extension dont elles sont susceptibles, et d’en indiquer les principales 
conséquences. Tel est l’objet du Mémoire que j’ai présenté, le 28 octobre 
dernier, à l’Académie royale des Sciences. Ne pouvant en offrir ici 
qu’une anal^^se très courte, je rappellerai d’abord quelques-uns des 
principes sur lesquels je m’appuie ; je citerai ensuite quelques formules 
générales, que je choisirai de préférence parmi celles que j’ai données 
dans le Mémoire de i8i4, et dans mes leçons au Collège de France. 

J’appelle intégrale définie singulière, une intégrale prise relativement 
à une ou à plusieurs variables, entre des limites infiniment rapprochées 
de certaines valeurs particulières attribuées à ces memes variables, 
savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs par lesquelles la 

nf'tlAn OnilQ 1a C I mi a C /"I Ain a 11 ♦ An i n ri A < a vn i n a Paa AAnf-An 


valeurs hnies ou même munies. Supposons, par exemple, que la 
ronction devienne infinie pour æ = Désignons par k un 

nombre infiniment petit, par la vraie valeur du produit kf{æa-k-k), 
correspondant à une valeur nulle de k, et par c/J , a." deux constantes 
positives. L'intégrale singulière 

I- / a" 

(i) / /{■r)rU- 

.r„ i. 

sera é(piivalente à l’expression 
(’) 


et par conséquent elle dépendra : i" de la racine a-’o de l’équation 

I . Ci" 

jç-^— 0 ', 2 " de la constante arbitraiia^ Ajoutons que les deux 
intégrales 




J\.r)cLr 


seront égales et de signes contraires, à moins que, pour des valeurs 
décroissantes de k, les deux produits kJ\xQ-\- k), — — ^0 «o 
convergent vers deux limites différentes. 

Considérons maintenant l’intégrale double 

(;!) jl y)d.vdr. 


et supposons d’abord que, lafonction y'(a7, y) devenant inlinic ou indé- 
terminée, quel que soit x, pour y = F(^), les intégrations relatives 
à y et à x doivent être effectuées, la première entre les limites 

y z= F(.r) + A'S', = F’(-f') -t- /. c", 

/: désignant un nombre infiniment petit, et 6''^ o" deux fonctions posi- 
tives mais arbitraires de x, la seconde entre les limites constantes 


Si l’on nomme /o la vraie valeur du produit kf{x^, -f- /r), corres- 
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pondant à /<:== o, la valeur de Tinlégrale singulière proposée sera 



Cette intégrale dépendra donc non seulement de la fonction déterminée 
de X, que nous avons représentée par F(a;), mais encore de la fonction 
6 " 

arbitraire 

Supposons enlin que iafonetion J\x, j) comprise dans l’intégrale (3) 
devienne infinie pour un système isolé de valeurs de x et de j, repré- 
sentées par jo, et que chaque intégration doive être elfectuée entn; 
des limites constantes ou variables, mais très rapprochées de ces 
valeurs; alors, en posant x == Xi,-\- rcosp, y = 7 o + ^‘sinp, on trans- 
formera rintégrale (3) en cette autre 



/■ cu.sy.1, )\, 


MJiy> j /■ (■//• 


dans laquelle l’intégration relative à r sera la seule dont les deux limites 
restent infiniment voisines. Si ces limites sont de la forme k^', kç,", p', 
p" désignant deux fonctions positives de p, et si, de plus, on appelle /„ 
la vraie valeur du produit kf(xQ -j- k cosp, jo + k siiij?), correspondante 
à k = o, f intégrale (3) deviendra 



Elle dépendra donc de la fonction arbitraire Dans un grand nombre 

de questions qui se résolvent à faide des intégrales singulières, la 
fonction est de la forme 


A 

K CO.S-/J H- ‘.ib cos/^ siii jt H- (• sin-/^ 


a, b, c, h désignant des quantités constantes. Aloi's, en attribuant à p', 
p" des valeurs constantes, et supposant f intégrale (5) prise entre les 
limites p — o, p — 2 rt, on trouve cette intégrale équivalente au produit 


‘ITCh , / o"\ 


(|ii’oii obtient eu multipliant par la surlace de l'ellipse qui a 

pour équation 

iLv- H- ’i hjuy -+- cj-- — I . 

Quand on considère les variables æ et y comme désignant des coor- 
données rectangles, Idîxpression (6) représente la valeur de l’inté- 
grale (3) étendue à tous les systèmes de valeurs de æ et de y, qui 
correspondent à la zone circulaire renfermée entre les deux cercles 
décrits du point (æ?„, y,,) avec les rayons infiniment petits /-p', kp". 

On déterminerait avec la meme facilité les valeurs des intégrales 
singulières relatives à plusieurs vaj’iables, et l’on prouverait, par 
exemple, que, si la fonction /(æ;, y, devient infinie pour un systèim; 
isolé de valeurs de œ, y, représentées pai‘ ic,,, s,,, l’intégrale 

singulière triple 

(;) ijj /{.r, y. z)f/.y c/y c/z. 


étendue à tous les systèmes de valeurs qui correspondent à la zone 
sphérique comprise entre les deux sphères représentées par les 
équations 

(.r — (y — — z„')-— /l'o'-, 

(.7- — ,7;o)-H- (J — .ru)-H- (z — A-p"-, 


sera équivalente à l’expression 




Jil 


fol 




sia !> dp d(/ 


\p-~^,p-~ 

I c/ = O, q — 11: \ 


/o désignant la vraie valeur du produit /.;/'( /-cos/i, .)'o+ /*■ sinp cos r/ , 
k sin/î sin q), [jour k = o. 

Dans les intégrales singulières dont nous venons de nous occuper, 
les deux limites des intégrations relatives à ujie ou à plusieurs variables 
sont infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées à ces mômes 

variables, et poui‘ lesquelles la fonction sous le signe J" devient indé- 
terminée ou infinie. Mais il existe encore une autre espèce d’intégrales 
singulières, savoir, celles qui sont prises par l'apport à une on à 



plusieurs variables entre deux limites infiniment grandes et de meme 
signe. Les valeurs de ces dernières peuvent être toujours obtenues à 
faide des memes moyens. Ainsi, par exemple, si fon désigne par/: un 
nombre infiniment petit, et par a', a" deux constantes positives, 
rintégrale singulière 

1 

« kx* . 

(o) j ^ 

aura pour valeur 

(lu) 

fa désignant la vraie valeur du produit J correspondant à k==o, 

ou ce qui revient au meme, la vraie valeur du produit x f(^x) corres- 
pondant à a: = oo . 

La considération des intégrales singulières rournitle moyen de fixer 
non seulement la nature des intégrales prises entre des limites infinies 

et de celles dans lesquelles la fonction sous le signe J devient indéter- 
minée ou infinie entre les limites des intégrations, mais encore les 
valeurs de ces memes intégrales, et le nombre de constantes arbitraires 
ou de fonctions arbitraires qif elles peuvent comporter. Pour le faire 
voir, concevons qu’il s'agisse de fixer la nature et la valeur de 
l'intégrale 

(11) 

dans le cas où la fonction sous le signe j ' devient infinie', ou indéter- 
minée entre les limites x^ , x", pour les n valeurs de x comprises dans 
la suite 

( 12 ) J/ 11, a'j, ./‘-J, 

En désignant par k un nombre très petit, et par c/J , o." 

des quantités positives quelconques, on devra regarder f intégrale (i i) 


cüiuiue sensiblement équivalente à la somme 


^3) 



_/‘(.r J (Lv 


/(.r) d.i 



f{.v) r/.r. 

/.Z" 


Si dans ccttc meme somme on pose a' = i , a" — i , o' = i , o" = i , . . . , 
£'= i, z"=i, en laissant le nombre /.• infiniment petit, on obtieinli'a 
non plus la valeur générale Je Tintégrale (i O, mais seulement une 
valeur ])articuliére que nous désignerons par B, et qiu' nous nommerons 
üdlcur principale. Cette valeur principale, savoir 


( I i ) 


r 


tU- 




/■(.r) r/.r H- 



f(.r) cLr, 


sera communément une (juantité déterminée, qui poun’a, dans eej'lains 
cas, devenir infinie. Lorsqu’on l’aura calculée, en lui ajoutant les 
i 11 té gr a 1 e s s i n g U 1 i è r e s 




-/.'a' 


••''.(VH/.*” 

....ri — /. ô' ^ .r„— 1 -I- /.• 

/ î{^r)da:, 


/ ( a; ) (l. v 5 


on obtiendra la valeur générale A de l’intégrale (i i), laquelle dépendra 
évidemment des constantes arbitraires a', a'C . . . ctsera ordinairement 
de la forme 




1 1 a- y,i 1 1 


O 


•+ . . • -i- - J c 


J\ ... y,, 1 désignant les valeurs qu’acquiérent les produits 

— {x — x^)J\x), ..., (x — x,,_^)f(x), quand leurs 

premiers- facteurs s’évanouissent. 

Si l’on supposait, dans l’intégrale (i i), x' = — ce, x'' = -\-co, alors 
il faudrait remplacer les deux quantités x', x”, dans la formule ( i3) 

par — ~ [ÔC ô" étant deux constantes positives], et dans la 

formule (i4) par — y H- y Dans la meme hypothèses, il faudrait aux 



intégrales (i5) ajouter les deux suivantes : 


(17) 




dx^ 


dont la somme sera ordinairement équivalente à l’expression 


j\ désignant la vraie valeur du produit xj\x'), pour a; = 3 +; Alors 
la valeur générale de rintégrale (i i ) deviendra 



Cela posé, il est clair que cette valeur générale sera infinie, si quel- 
qu’une des quantités B,/„, /, devient elle-meme infinie, 

et que dans le cas contraire elle renfermera autant de constantes 
arbitraires que l’on trouvera-de quantités /o,/i, • • • ayant une valeur 
différente de zéro. 


Si l’on avait x' = x^, ou a;"= x^-i, il faudrait supprimer la première 
ou la dernière des intégrales (ib), et remplacer en conséquence dans 

la formule (ifi), â")’ P'^^’ 


cas on établira sans peine la proposition suivante. 


Pour que la valeur générale A de V intégrale (ii) soit finie et déter- 
minée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singulières (i5) 
et {i^') qui se trouvent comprises dans la valeur de Pv — B réduisent à 
zéro pour des valeurs infiniment petites de k. 


Il est facile d’étendre les principes que l’on vient d’exposer de 
manière à les appliquer aux intégrales multiples aussi bien qu’à celles 

qui renferment sous le signe j des fonctions en partie réelles, en partie 

imaginaires. Nous allons maintenant citer quelques formules générales 
déduites de ces mêmes nrincines. 



dans lesquelles les parties réelles restent cuiiiprises entre les limites a;', 

x" , et les coeiricients de — i entre les limites y” , et par /,,, 

les véritables valeurs des produits /•), kJ\œy-\- k), . . 

k), correspondantes à k — o, on aura 

(2 1 ) 

-- y_.. , Ç [ y , ) _ j-Çy y , )] 

Jy, 

‘l'K\J I {Ja-T- J \ -l- - . . + jii 1 )• 

En égalant dans les deux membres de la formule précédente ; i" les 
parties réelbis; a." les coelFicients de \/^i, on obtiendra les équa- 
tions (3()) de la seconde partie du iMémoire de i8i4, desquelles on 
peut réciproquement déduire cette meme formule. Ajoutons que, si 
pour une racine de l’équation (n.o) la partie réelle devient égale à l’une 
des quantités x' , x" , ou le coelïîcient de \J — i à l’une des quantités y' 
j", Tune au moins des deux intégrales comprises dans la formule ( 21 ) 
deviendra indéterminée. Mais cette formule subsistera encore entre les 
valeurs principales des deux intégrales, pourvu que dans la somme 
./o4-/i + • • • -h./i,-! on prenne seulement la moitié du terme (jui 
correspond à la racine dont il s’agit. 

Si l’on faity = o, r"= a, etsi l’on choisit x' . x" de manière ipie bis 
fonctions /'(.x‘"+ r + — 0 s'évanouissent pour toutes 

les valeurs de j, l’équation ( 21 ) donnera 

( 22 ) r f(.l. H- (t v'— I ) fl-t- -- f /{■'•) à.f — 2 TT \[^\ (/„ -1- j\ H- . . . -1 -/„ I ). 
«y 


De cette dernière formule on tire aisément la suivante : 


£ 


_y.m 1 siii — <2 aœ ) d.t: 


j “ ( ^ -1- V" T )"' ' 



comme 


/ 


d.v “ - e~"' 


ï~"' / dx 


I -j 

- TT" 6'’ 


Concevons maint, eiuml que P, \\ élanl des rond, ions réelles de deux 

nouvelles variables p, r, on désigne par .r„. x, eidles des ' 

racines de l’équation ( y.n), qui, substituées dans la t'ormule 

•j; — 1 * -i- Il y - I , 


déterminent des valeurs de p reiilérmées entre les limites p' , p" , et des 
valeurs de c renfermées entre les limites r', r\ Si Ton pose, pour plus 
de commodité, 


(23.) 


7XIJ-. '■) -f(y + l'i V - ' 

'M/', '■) =/(!■ H~ K V'“ ) ‘ * ' 


on aura généralement 

f \ yJ P ^ 

d 

~ 2-v/~ i(±:/üd=/, :-.t. . .±:y;, ,). 

chaque terme de la somme dz /o dz/i =b • • • zh fn-~\ devant être affecté 
(lu signe H- ou du signe — , suivant que les valeurs de p et de (/corres- 
pondant à ce terme déterminent une valeur positive ou négative de 

la fonction réelle ~~ — Lji formule résulte, comim' la 

dp dr dr dj) \ 

formule (21), des calculs développés dans leiVIémoire déjcà cité. De plus, 
des observations semblables à celles que nous avons faites à Pégard d(‘ 
la première formule s’appliquent encore à la seconde. 

Dans le moment où je m’occupais de la résolution des équations par 



le moyen des intégrales définies (^), j’avais déduit des méthodes 
exposées dans le Mémoire de i8i ^ la formule générale 





f(cos J) -\- \l — ï siii />) 
l’'(cos/>i H- - I siii/j) 





rV{r) 


<lr -i- 


~ ^ li'if 

/ F'(<n 


frF'{ d) 




. ; TT ) r(a + êv/--i) 

, ) 

(7.'-i- 5' v~) c' v'~,) ' ’ ” j ' 


I 

\ 


<'/, . . , désignant l('s l’acines réelles (h' ré({uaLi()n 


qui ont des valeurs lUimériqiK's plus ])e(ites qm* l'unité, et a o \^/ — i , 
a' H- 6'' y' — I , . . , les racines imaginaii*es dans lesquelles le module est 
inféi-ieiir à runité. et le coefiicicmt de — i positif. Pour obtenir eett(‘ 
('orrnub'. il sufiit de j)oser dans les é([iialions ( o.d') et { o, f ) 


/(.rjrrr 


,rF(.r)’ 


e, 


et de remplacer ensuite 


V -I R y - \ ~ /-(fOS/; 4- \ I sili P ), 

P”-.:T.^ r — id /•''— 1 , 


i'(0 

r?(r) 


t(- /•) I 


Pr 


par 



rF(/-) 


Pr. 


.T’avais appliqué cette, même formule à la résolution de l’équation (26), 
et j’en avais tirei* plusieurs autres, parmi lesquelles je citerai la suivant!' 




rVM -i 




(/p=7:l'(d) H- V 




f(r: 


di\ 


OÙ a représ('nte un nombre inférieur à Tuiiité. ( 3 n conclut aisément de 


(‘) Un extrait du Mémoire que j’ai présenté sur ce sujet à l’Académie royale des 
Sciences, le novembre 1819, se trouve imprimé dans ranalyso des travaux de 
l’Académie, pour la même année. 
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cette dernière 


V , TT cti{b) 


(•uS) 




3 71 


:/i" 


A"'/i 


1.3..)... // 

/M 


/; e - ' 

1/ dp^ 


7)1, 71, désignant des nombres entiers, et^>, A des constantes arbitraires. 

1! est bon de rappeler que dans les formules (:>.5) et(:>.7) la fonction f 
doit être choisie de manière que f(ye'''“') ne deviennent pas indéter- 
minée ni infinie entre les limites p = 0, p = r,, 7* = 0, /• = i . Ajoutons 
que chacune de ces formules se divisera en deux aulres, lorsqu ou 
égalera séparément les parties réelles et les coelBcients de ^ i. On 
tirera ainsi de la formule (27) 




./u ( I ~ (f. (‘r-7‘ V - ' I — a e/n - > ) 

En opérant de meme sur la formule (a^), faisant F(/-)= i — ///•, et 
supposant toujours on trouvera 

1 r-{ f(e/n~')^ ^ f(e-/n^-~)^ 

■i./„ } i — (f 


(3o) 


: TT f ( ( I ) , 


— (t e-/'V''- ' 

En supposant, au contraire, 1, 011 conclurait de la formule (ao) 

f(e/n/“) f(e-/''^) ) 

_j_ — . . 


(3i) 


1 r\L 

Ix 


I — a e~^ ’ I — a e/n^—^ | 

f(e/n'~) ^ f(e-/n^^) j 

— a e/n'-- ' j — a e~/n^~'‘ ( 


dp 


e//> = 7: ■ f ( O ) — f 


Enfin, si bon avait a = i, alors, en appliquant la théorie des intégrales 
singulières à la détermination des intégrales définies que renferment 
les premiers membres des équations (3i), on trouverait pour les 



et pour la valeur de leur somme 


■' «-Al 

ce qui s’accorde avec la rorniule ( 26 ). Si maintenant l’on ajoute et l’on 
soustrait Tune de l’autre : j" les deux équations (aq') et (3o); a" les deux 
équations (3i) ; et qu’on remplace ensuite f( 7 -) par + r) on obtiendra 
non seulement les deux formules que M. Poisson a données dans le 
Bulletin de septembre dernier (p. i38), mais encore ces memes 
formules modifiées, comme elles doivent l’étro dans le cas où l’on 
suppose 1 . Au reste les deux formules dont il s’agit et celles qui 
les suivent (p. idq), se déduisent avec la plus grande facilité d’un 
théorème que j’ai donné dans le Mémoire de iBi/f ( 2 '* partie, § 5), et 
qui sert à déterminer la valeur de l’intégrale 

J /(*) 


lorsque la fonction /(a;H-r\/ — 1 ) s’évanouit, quel que soit j, pour 
des valeurs infinies de x, et quel que soit^r, pour des valeurs infinies 
positives de j. Ce théorème, dont j’ai fait de nombreuses applications 
dans mes leçons au Collège de France, sera l’objet d’un second article, 
dans lequel je m’occuperai, en outre', de la transformations eb's inté- 
gi'ales singulières ou indéterminées (‘ii intégrales définies ordinaire's, 
et de l’usage des intégrales singulières dans la sommation des séries. 
En attendant, parmi le gi’and nombre de formules nouvelles que fournit 
le théorème en question, je citerai Tune des plus simples, savoir : 


(34) 


( sin 

J a \ 


( an 


— 


r/.r 


I + Æ- 


n e 


a, b désignant deux constantes positives dont la première, sans être 
nulle, demeure comprise entre les limites o et 2 . 

Dans ce qui précède, nous avons considéré chaque intégrale définie, 
prise entre deux limites réelles, comme n’étant autre chose que la 
somme des valeurs de la différentielle qui correspondent aux diverses 



valeurs réelles de la variable lauilermées entre les limites dont il s’agit. 
Cette manière d’envisager iiiu' intégrale définie me paraît devoir être 
adoptée de préférence, parce, qu’elle convi(Mit également à tous les cas, 
même à ceux dans lesquels on ne sait point passer généralement d(‘ la 

fonction placée sous le signe j à la fonction primitive. Elle a, de plus, 

l’avantage de fournir toujours des valeui's réelles pour les intégi'ales 
qui correspondent à des fonctions i*éelles. Enfin elle permet de séparer 
facilement chaque équation imaginaire en deux équations réelles. Tout 
cela n’aurait plus lieu, si l’on considérait une intégrale définie prise 
entre deux limites réelles, comme nécessairement équivalente à la 
différence des valeurs extrêmes d’une fonction priinitive meme discon- 
tinue, ou si l’on faisait passer la variable d’une limite à l’autre par une 
série de valeurs imaginaires. Dans ces deux derniers cas on obtiendrait 
souvent, pour les intégrales elles-mêmes, des valeurs imaginaires 
semblables à celle que M. Poisson a donnée pour la suivante : 

v.oaru‘ , 

J 


( Voyez le Journal de V Ecole Polytechnique, i8^' Cahier, p, daq.) Si l’on 
applique à cette dernière les méthodes ci-dessus exposées, on trouvera 

pour sa valeur principale — ;^sinu/>, tandis que sa valeur générale, 

considérée comme limite de la somme 




1 — /,a' 


CO?>(!.V 

-- 


<lx H- 


r ^ 

• ' I ^ kx" 


OS aæ 


b- 


dx 


sera déterminée par la formule 

r ''' eo%u.r dx t. , , , • , , 

(.■!:>) f — ~ {cos (t b \o% ni — so\nb), 

une constante arbitraire égale au 


m désignant, pour abréger, 



De cette formule on tire immédiatement les suivantes : 


f.'Ui) 


" i 

COS I , 

f (ir 


1 .. - 


- ( (•( )S^/, — siü d'). 


y, cos n.v — cos 


cil 


dans lesquelles les fonctions sous le signe j eessimt de [)ass(.u* |)ar 
rinlîni entre les limites des intégrations. 

Au reste, il peut arriver qu’à une même intégrale correspondent 
plusieurs fonctions primitives, tlont les unes conduisent à des valeurs 
réelles d(' l’intégrale, les autres à des valeurs imaginaires. Ainsi, par 
exemple, si l’on considère l’intégrale 





on pourra prendre pour fonction primitiv('. ou la fonction log.j'- tantôt 

l'éelle, tantôt imaginaire, ou la fonction log(u;-) supposée toujours 

réelle. La différence des valeurs extrêmes, qui sera imaginaire dans le 
premier cas, et égale à log( — i), se réduira dans le secoiul à la (|uan- 

tité réelle log(4), ou log(v.), la(|uelle est préciséummt la valeur 

principale de l’intégrale proposée. 


PosL-scripLiim. — Tl serait facile de parvenir aux équations (3i) 
et (33), en partant des équations (-‘^.9) et (3o). De plus, lorsqiu' le 
développement de f(.x-), c’est-à-dire, la série 

f(o)+ îf( 0 )+ ^ f'(o)4-... 

est convergent pour toutes les valeurs de m inférieures à l’unité, les 
formules (28), (29), (3o), (3i)et(33) se déduisent direct(‘.ment d’un 


Iliéorème de M. Parseval sur la sommation des séries, théorème qu’on 
peut énoncer comme il suit. 


Si Von pose 


(37) 

( cp ( Æ ) — Ui) H— tf \ ./■ H- C(^X' -f- . . . , 

( yX^^') — è,,-!- l)^x -1- ès-ï-'-t- • • • . 

et 


(38) 

di ( j:' ) — -y c/ 1 /> 1 . /• H- a., h ., . r- -|- . 

on aura 


(3ç)) 'H 'S 

y) — f 1 “ ') y.^y + vC^' 


-= -V 1 oÇr y ( )' dp. 


Ce théorème, que l’on démontre immédiatement par le développement 
des fonctions que renferment les deux membres de l’équation (Sp) en 
séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables æ et r, 
se trouve ainsi rigoureusement établi pour toutes les valeurs d’-z; et d’y 
qui rendent ces séries convergentes, et par conséquent pour toutes celles 
qui rendent convergentes les séries suivant lesquelles se développent 
cp(a;) et /(j). Dans le cas particulier où l’on prend .r= i, y — i, 
l’équation (39), multipliée par y. se réduit à 


On tirera de celle-ci : 


— la première des formules ( 8 ), en posant 

cp(.r) i-r: f(/j + .r), ’/X^) — 

— la seconde, en posant 

cp ( æ ) -- e''' '-, y ( .r ) — æ;" , 


— la formule (29), en posant 




I 


1 — /f.r 


5 



Ja formule (3o), en posant 

{ \ ^ ( *^ ) 


X(.r) = 1 , 


la première (I<'.s formules en posant 

a — ./■ x.v / 

la seconde, (ui posant 

ü(.r) HIT— r(.r), y(.r)— — 


enfin la formule (33), en ])osanl 

cp(.r) = f(.r), y(,T) = i. 


Je reviendrai à l’équation (dq) dans un autre article, dans lequel 
j’exposerai, en outre, les diverses méthodes à l’aidc', desquelles je suis 
parvenu à représenter les racines des équations algébriques ou trans- 
cendantes par des intégrales définies. 


RECHERCHES 


{ L’KaiULlBRE 


K'r LE ^lOUYEMEfNl' INTÉUIEIU 


DES CORPS SOUDES OC FLUIDES, 
ÉLYSTIQl ES OU MIN ÉLASTIOLES. 


Ihilleliii (h‘ il Sor.ii.lc PlnloinnliqiKi, p. i)-l3; i.Sv.3. 


Ces iMicherches oiiL été (iutriîprisc's à roccasion (Uun Méniuiro publié 
par M. xNavier, le i.| août i8'>.(). L’aiibuir, pour établir Ibufiiatioii 
(réquili])!'!' (lu plan élastique, avait considéré deux espèci's de forci's 
pi'oduiles, les unes par la düalation ou la contraction, les autres |)ar la 
flexion de C(( inéine plan. De [)lus il avait supposé, dans ses calculs, l(‘s 
unes et les aulres perjiendiculaires aux lignes on aux faces contre 
lesquelles elb'S s’exercinit. Il me [)arut que ces deux espèces de forces 
pouvaient étri'. réduites à un(>. seule, qui devait constamment s'appelei* 
t(msion ou [)ression, et qui élait de la meme natuia' ([lu; la ])ression 
liydrostati([ue exercée par un nuid(i en repos contia^ la surface d’un 
corps solide. Seulement la nouve.lb' pression ne demeurait pas tou jours 
])erpeiuliculair('. aux faces qui lui étaient souinises, ni la meme dans 
tous les sens en un point donné. En (b'^veloppant cette idée-, j’arrivai 
])ientc)t aux conclusions suivantes. 

Si dans un corps solide élastique ou non élastique ou vient à rendre 
rigide et invariable un petit éléuunit du volume, terminé par des faces 
(|uelconques, ce petit élément éprouvt'ra sur ses difféianitc's fac('S, et 
(‘U chaque point de cbacune d’elles, une pression ou tension déter- 


üiiiiéc. Cette pression ou tension sera seniblabh^ à la ])ression qu'un 
Iluide exerce contre un élément (b' r('nvelü])jie d'un corps solide, av('c 
cette seule différence, que la pression exercée par un Iluide en re[)Os 
contre la surface d’un corps solide, est dirigée perpendiculaiiannent à 
cette surface de dehors en dedans, et indépendante en chaque point de 
l'inclinaison de la surface par ra[)port aux plans coordonnés, tandis 
({lie la {iression ou lension exercée en un jioint donné d’un corjis solide 
conire un très jietit élénient de surface [lassanl jiar ce ])oin(, {)eu( éli'e 
dirigée ])er[)endiculair(unmit ou obrujiiemenl à ci'lh' surface, laiib')! de 
de dehors en dedans, s’il y a condensation, tantijl de dedans en dehors, 
s’il y a dilatation, et peut dépendre' (h* l’inclinaison de la surface ])ar 
rapport aux plans dont il s’agit. Di' [iliis, la pression ou (ensioii 
exercée contia' un plan ([uelcoinjue se dédnil très facih'nn'nt, (ant en 
giaindeur qu’i'ii direction, des pressions ou (('lisions exercées contre 
(rois plans rectangulaii'i's donnés, .l’i'ii étais à ce [loint. lorsejue 
M. Fresnel, venant à me parler di's travaux aux(|U('ls il se livrait sur la 
lumière, et dont il n’avait ('iicori' jirési'iité qu'niu' jiartie à l’Institut, 
m’apjirit que, de son ceité, il avait obtenu sur les lois, suivant lesquelles 
rélasticité varie dans les diverses directions (jui émanent d'un point 
unique, un théorème analogue au mien. Toutefois le théorème dont il 
s’agit était loin de me suffire pour Tobjet que je me jiroposais, dès 
cette époque, de former les équations générales de l’équilibre et du 
mouvement intérieur d'un corps; et c’est uniquement dans ces 
derniers temps que je suis parvenu à établir de nouveaux principes 
propres à me conduire à ce résultat, et ({ue je vais faire connaître. 

Du théorème énoncé plus haut, il résulte que la pression ou tension 
en chaque point est équivalente à Tunité divisée par le rayon vecteur 
d'un ellipsoïde. Aux trois axes de cet ellipsoïde correspondent trois 
pressions ou tensions que nous nommerons principales, et l’on peut 
démontrer (^) que chacune d’elles est perpendiculaire au plan contre 
lequel elle s’exerce. Parmi ces pressions ou tensions principales se 

(') La remarque que nous faisons ici s’accorde avec les deniitires rochorclu's de 
M. Fresnel (Forez le Bulletin de mai 


Lriquemenl, autour des trois axes. De plus, la pression ou tension 
normale à chaque plan, c’est-à-dire», lacoinposante, perpendiculaireàun 
plan, de la pression ou tension exercée contre ce plan est réciproque- 
ment proportionnelle au carré du rayon vecteur d’un second ellipsoïde. 
Quelquefois ce second ellipsoïde se trouve remplacé par deux h3q)cr- 
holoïdes, l’un à une nappe, l’autre à deux nappes, qui ont le meme 
centre, les memes axes, et sont touchés à rinfini par une meme surface 
conique du second degré, dont les arêtes indiquent les directions pour 
lesquelles la pression ou tension normale se réduit à zéro. 

Cela posé, si l’on considère un corps solide variable de forme et 
soumis à des forces accélératrices quelconques, pour établir les 
équations d’équilibre de ce corps solid(', il sulïira d’écrire qu’il y a 
équilibre entre les forces motrices qui sollicitent un élément infiniment 
petit dans le sens des axes coordonnés, et les composantes orthogo- 
nales des pressions ou tensions extérieures qui agissent contre les faces 
de cet élément. On obtiendra ainsi trois équations d’équilibre qui 
comprennent, comme cas particulier, celles de l’équilibre des fluides. 
Mais, dans le cas général, ces équations renferment six fonctions 
inconnues des coordonnées x,y, z. Il reste à déterminer les valeurs de 
ces six inconnues; mais la solution d(! c(' dernier problème varie 
suivant la nature du corps et son élasticité [)lus ou moins parfaite. 
Expliquons maintenant comment on parvient à le résoudre pour les 
corps élastiques. 

Lorsqu’un corps élastique est en équilibre en vertu de forces accé- 
lératrices quelconques, on doit supposer chaque molécule déplacée de 
la position qu’elle occupait quand le corps était à son état naturel. En 
vertu des déplacements de cette espèce, il y a autour do chaque point 
des condensations ou des dilatations dilTérentes dans les différentes 
directions. Or il est clair que chaque dilatation produit une tension, et 
chaque condensation une pression. De plus, je démontre que les 
diverses condensations ou dilatations autour d’un point, diminuées ou 



augmontées de Tuiiité, deviennent égales, au signe près, aux rayons 
vecteurs d’un ellipsoïde. J’appelle condensations ou dilatations princi- 
pales celles qui ont lieu suivant les axes de cet ellipsoïde, autour 
desquels toutes les autres se trouvent symétriquement distribuées 
Cela posé, il est clair que dans un solide élastique, les tensions ou 
pressions dépendant uniquement des condensations ou dilatations, les 
tensions ou pressions principales seront dirigées dans les mêmes sens 
que les condensations ou dilatations principales. Déplus, il est naturel 
de supposer, du moins quand les déplacements des molécules sont 
très petits, que les tensions ou pressions principales sont respecti- 
vement proportionnelles aux condensations ou dilatations principales. 
En admettant ce principe, on arrive immédiatement aux équations de 
l’équilibre d'un corps élastique. Dans le cas des déplacements très 
petits, la composante, perpendiculaire à un plan, de la pression ou 
tension exercée contre ce plan, conserve toujours le meme rapport 
avec la condensation ou dilatation qui a lieu dans le sens de cette 
composante, et les Ibrmules d’équilibre se réduisent à quatre équations 
aux différences partielles dont l’une détermine séparément la conden- 
sation ou la dilatation du volume, tandis que chacune des autres sert à 
fixer le déplacement parallèle à l’un des axes coordonnés. 

Les équations d’équilibre d’un corps élastique étant formées, il est 
aisé d’en déduire par les méthodes ordinaires les équations du mouve- 
ment. Ces dernières sont encore au nombre de quatre, et chacune 
d’elles est une équation linéaire aux différences partielles avec un 
dernier terme variable. Elles s’intégrent par les méthodes exposées 
dans notre précédent Mémoire. L’une de ces équations renferme seu- 
lement l’inconnue qui représente la condensation ou la dilatation du 
volume. Dans le cas particulier où la force accélératrice devient cons- 
tante et conserve partout la même direction, cette équation se réduit à 
celle qui détermine la propagation du son dans l’air, avec la seule 
différence, que la constante qu’elle renferme, au lieu de dépendre de la 
hauteur de l’atmosphère supposée homogène, dépend de la dilatation 
ou condensation linéaire d’un corps sous une pression donnée. On doit 
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en conclure que la vitesse du son dans un solide élastique est cons- 
tante, comme dans Eair, mais varie d’un corps à l’autre suivant la 
matière dont il se compose. Cett(i constance est d’autant plus remar- 
quable, que les déplacements des molécules considérés successivement 
dans les Iluides et les solides élastiques suivent des lois dillerentes. 

Mon Mémoire se termine par la Ibrmation des écpiations du mouve- 
ment intérieur des corps solides entièrement dépourvus d’élasticité. 
Pour y parvenir, il suffît de supposer que dans ces corps les pressions 
ou tensions autour d’un point en mouvement ne dépendent plus (b's 
condensations ou dilatations totales (|ui correspondent aux déplac'.e- 
cements absolus comptés à partir des positions initiales des molécules, 
mais seulement, à la lin d’un temps quelconque, des condensations on 
dilatations très petites qui correspondent aux déplacements respeclirs 
des différents points pendant un instant très (‘onrt. On trouve alors 
que la condeusation du volume, est déterminée par une équation 
semblable à celle de la chaleur, ce qui établit um' analogie remar- 
quable entre la propagation du calorique et la pro[)aga(ion des vibra- 
tions d’un corps entièrement dépourvu d’élasticité. 

Dans un autre Mémoire, je donnerai l'application d(‘,s Ibrmules ipuî 
j’ai obtenues à la théorie des plaques et des lames élastiques. 



NOTE 

SUR UN THÉORÈME D’ANALYSE. 


Bulletin de lu Snriâlé PhilonuUique. p. 117-12?.; 1824- 


Théorème. — Soient 

(1) f(Æ')r3: /,'(.r — u){x — h) {x — r.) . . kx'“ ^ ■ •-'r px (j 

et 

(2) F (.2;) rr K (./■ — A ) {x — B) (.^■ — (1 ) . . L.r" ' H- ... H- P.r -+- Q, 

deux polynômes en x, le premier du degré m, le second du degré n; soit 
d'ailleurs R une quantité constante. On pourra toujours former deux 
autres polynômes u, c, le premier du degré n — i , le second du 
degré m — i , et qui sei'ont propres à vérifier V équation 

( 3 ) //.f(a-)-l-f'F(.?’) = R. 

Démonstration. — Eii veiTu do lu formule (.rinterpolulioii de 
Lagrange, la somme des produits de la forme 

Jifi- F(.r) 

, . (.-f- — h) {x — c) . . . {x — A) (.r — B) (■/• — C) . . . _ ■r; — a 
(a — ù) {a — f;) — A) (c/ — R) — C) . . . !'(«) R (''0 ' 

et des produits de la forme 

, (x — a) (x — b) (x — c) . . . (x- — B ) — C) . . . , ' X — A 

{k ~ a) {A- b) {k - c) . . . B) {K ~ C) . . . i{A.) F ' 

sera équivalente à R. Par conséquent on vérifiera f équation (3) en 

Œwres de C. — S. II, t. II. Sg 




)onc, etc. 

Nota. — Si Ton voulait déteriiiiiiGr directement les polynômes u 
ix de manière à vérifier f équation (3), et en réduisant leurs degrés 
ux plus petits nombres possibles, il suffirait d’observer qu’en vertu 
e cette équation fou doit avoir 

pour X = A, a — ; pour x — B, a — t^tc.; 

pour x = a, e = pour x = b, e = etc. 

On connaît donc n valeurs différentes de ii, et m valeurs dilï’érentes 
e V. Cela posé, les polynômes les plus simples que f on puisse prendre 
'Our U et e devront être en général le premier du degré n — i, le 
econd du degré m — i, et si on les détermine, par la formule de 
<agrange, à faide des valeurs particulières que nous venons d'obtenir, 
n retrouvera précisément les équations (4) et (5). 

Corollaire /. — Supposons que l’on prenne 

6) R = /c«K"(a - A) (a — B) (« — C) ... (6 — A) 

X (Z»-B)(6-C).. .(c- A)(c-B) (c-C) . . . 

U, ce qui revient au même, 

7) R = /r"'F(«) F(^?) F(c) . . . = ( - i)""‘K«r(A) f(B) f(C) . . . . 

•e premier des deux produits 

F(a)F(^^)F(c)..., f(A)f(B)f(C)... 

era évidemment une fonction entière et symétrique des racines de 






réquatioii f(^) = u, et par conséquent une fonction entière des 
quantités K, L, . . . , P, Q, y •••j tandis que le second sera une 

fonction entière des quantités /t, /, • • • > * • • ’ Ces condi- 

tions ne peuvent être remplies simultanément qu'autant que la valeur 
de R déterminée par la formule (9) est une fonction entière des 
({uantités k, l, . . p, q\ K, L, . . P, Q. Ajoutons que, si Ton adopte 
cette valeur de R, les é(|uations ( 4 ) et ( 5 ) se réduisent à 

( 8 ) // (— 

(r(B)i'(C)f(D)...(B-(:) 1 

{ X (B-D)...(C-D)...(.r-B)(.r-(:)(,r-D)...-h..O 

^ (A — B)(A-C)(A — D)...(B-C)(B — D)...(0-D)... ’ 

n, ^ (' ~ /•'" ( -X {h — d) . . .{C— d) . . . (./; — b) [x — f.-) {x ~ d) . . \ ^ 

{a — k){ti — c) {a — <l) . . . {b — a) [b — cl) ... {^c — cl) . . . 

Or les deux termes de la fraction que renferme l’équation ( 8 ) sont des 
fonctions alternées des quantités A, B, C, D, . . . , c'est-à-dire des fonc- 
tions qui obtiennent des valeurs alternativement positives et négatives, 
mais toutes égales, au signe près, lorsqu’on échange ces quantités 
entre elles. De plus, la fonction alternée qui représente le dénomi- 
nateur, étant la plus simple de son espèce, divisera celle qui forme le 
numérateur {voyez la première partie du Cours de V École Polytech- 
nique, p. 75). Il en résulte que le rapport sera une fonction symé- 
trique et entière des racines de l’équation F(a 7 ) — o. Donc, par suite, 

L P O 

U. sera une fonction entière des quantités k,l, p, q\\i, K’ fe’ 

et de la variable x. Par la meme raison e sera une fonction entière des 

quantités K, L, . . P, Q; k, ^ ^ y? et de la variable x. On doit 

en conclure que u et c seront équivalents ou à deux fonctions entières 

des quantités x, k, l p, <7; K, L P. 0 ; ou a deux semblables 

fonctions divisées, la première par une puissance K, la seconde par une 
puissance de k. Or R désignant déjà une fonction entière des quantités 


-, l, . . . , jy, ry ; K, L, . . . , P, Q, et les quantités ii, e devant satisfaire à 
'équation (3), la seconde supposition ne saurait être admise. Donc, si 
'on attribue à 11 la valeur fournie par l’équation (6) ou (7), R, a et e 
erontdes fonctions entières des quantités k, yy, (/; K, L, . . 

^ Q, et de la variable x, qui entrera seulement dans a et v. De plus, il 
st aisé de voir que, dans ces fonctions entières, les coeiricients nuiné- 
iques seront toujours des nombres entiers. 

Corollaire IT. — Dans le cas où l’on suppose k=\, K = j , les 
‘.quations (()) et (7) se réduisent aux suivantes ; 

I (.) ) R ~ ( a — :\.) {a — B ) ( 64 — C) . . . 

X .. (c — A ) (6- — B) (r. - C) . . . , 

II) K=r F(60F(/6) F(6-). . . = (— i)"'"f(A) ('(1]) f(C). 

]c cas particulier, auquel on launène facilement tous les auti'es, ('st 
iclui que nous avons considéré dans le Mémoire présenté à l’Institut le 
52 février 1824. 


Corollaire lit. — Pour que les deux polynonu's f(.r), F(x') s(5 
diangcnt en deux fonctions entières de a; et j, la première du degré m, 
a seconde du degré n, il est nécessaire et il suffit que les quantités /% 
, q et K, L, . . ., P, Q deviennent des fonctions (uitières de y, 

les degrés représentés par les nombres o, i, . . . , m — i, m, et |)ar les 
lombres o, i, . . . , n — i , n. Alors, les rapports 

/ P f/ Ij P 

^ ^ q ^ q' '^*11 I q '// 


e réduisant à des quantités finies pour des valeurs infinies de j, ou 
)ourra en dire autant des valeurs de x propres à vérifier les deux 
iqiiations 


JxW" + - ■ 

y 


yHl 1 ym 


- ‘ -4- . 

y 


. 


P Q 

7 3 G —i— — * 

J/Tl 1 y^n. 


VF X Lj kJ U XI. X XJ XI» il. Xj iTl U .rt. Li 1 O .Jj* 


OUf# 


r/cst-à-dire des rapports 

a b c ABC 

— , — 1 —, . . . , - , , - , . . . , 

J' y .>■ 

(‘t du suivant 



Cela posé, la valeur de H, fournie par réquatioii (6) ou (9), sera 
évidemment une fonction entière de j, d’un degré inférieur ou tout au 
plus égal au produit rnn. De plus, si dans cette hypothèse ou 
écrit f(j:;, j), F(a;, y) au lieu de ffyr) et de F(uî), la formule ( 3 ) 
deviendra 

(12) //. + j)=:R, 

et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permettront de vérifier 
simultanément les équations 

(13) r(.r, y) = o, F(.r, r) — O, 
devront satisfaire à l’équation 

(i/i) K = o. 

Corollaire IV. — ïl suit du corollaire précédent, qu’étant données 
deux équations algébriques en x et j, rune du degré m, l’autre du 
degré n, on pourra toujours en déduire, par l’élimination de x, une 
équation en y, dont le degré sera tout au plus égal au produit inn. De 
plus, on formera aisément le premier membre de l’équation en y, par 
la méthode fondée sur la considération des fonctions symétriques. 

Corollaire V. — Lorsque les quantités h, l, . . . , p, q; K, L, . . . , P, 
Q, c’est-à-dire les coefficients des deux polynômes f(.x‘) et F(^) se 
réduisent, au signe près, à des nombres entiers, on peut en dire autant 
des coefficients des fonctions ii et r déterminées par les formules (8) 
('t (9); et la valeur numérique de la quantité R, donnée par l’équa- 


lion (6) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, si une 
meme valeur entière de æ rend les polynômes f(a?) et F(^) divisibles 
par un certain nombre p, on conclura de la formule ( 3 ) que p est un 
diviseur entier de R. En d’autres termes, si l’on adopte la notation de 
M. Gauss, les formules 

(15) f(Æ‘) = o (mod./)) CL F(.r) = O (iuod./D 

entraîneront la suivante 

(16) R = o (rnod./)). 

A l’aide de cette dernière formule, on déterminera facilement tous les 
nombres entiers qui pourront être communs diviseurs des deux poly- 
nômes f(a;) et F(a:;). Le plus grand de ces nombres entiers, ou le plus 
grand commun diviseur entier des deux polynômes, sera précisément 
la valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se réduit à l’unité, 
les deux polynômes n’auront jamais de communs diviseurs; ils 011 
auront une infinité, si elle se réduit à zéro. 

Corollaire VL — A l’aide des principes ci-dessus établis, on prou- 
verait aisément que, si l’on donne plusieurs fonctions entières àox,y, 
Z, .. . dont le nombre surpasse d’une unité celui des variables qu’elles 
renferment, et dont les coefFicients soient entiers, on pourra fornuu' 
un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs communs d(‘ tous 
ces polynômes. Si l’on considère en particulier trois polynômes de, la 
forme 

(17) j), et f(7), 

on trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les diviser 
simultanément est égal, au signe près, à la valeur de R déterminée par 
l’équation 

(iS) R = F(a, a) F (a, ô)F(a, c) . . . 

xF(Z;, «)F(è, ^)F(A c)...F(c, a)F(c, Z>)F(c, r)..., 

fl, C, ... désignant les racines de l’éauation frfl?) = o. 



Corollaire VIL — Tout nombre premier p, divisant nécessairement 
le binôme 

/ ' „ f ' • O^TZ \ 

(iq) — a: = ,r a; — cos V' — i 

^ \ P ^ ^ P J 

/ 4îî / . ir. \ . . 

X — cos — I sin • • • — i), 

V /) — I ' p — ^j 

qiKille que soit la vabuir entière de x, il suit du corollaire V, que tout 
diviseur premier/» d’un polynôme F(ic), divisera le produit 

(20) li ~ F ( O ) F f cos - h v/ — I siii - 

V p — ^ p-^J 

X Ffcoa h \/— 1 siii — — ^ . . . F(i), 

\ P P-^ J 

qui peut être présenté sous la forme 

(21) R — ibABG. — i)(C/’-i— i)..., 

lorsque, le coefficient du premier terme deF(a7) se réduisant à bunité, 
Ton désigne par A, B, G, ... les racines de Téquation F(ir) = o, Si 

bon suppose en particulier F(a;) = ^ (n étant un nombre premier 

quelconque), on trouvera R = o ou K = ±2, suivant que p sera ou 
ne sera pas de la forme de nx-\~ i- Donc les nombres premiers impairs 
de cette forme sont les seuls qui puissent diviser le binôme 
sans diviser x-{-i. Cette proposition était déjà connue. 

Corollaire VIII. — Tout nombre premier p, divisant les deux 
binômes xi' — x, et — y, quelles que soient les valeurs entières de a; 
et J, ne pourra diviser le polynôme ¥(x,y), sans diviser le nombre 
qui représente, au signe près, le second membre de béquation (18), 
dans le cas où l’on prend pour a, b, c, ... les racines de béquation 

X^' — X—O. 

On pourrait étendre considérablement les applications du théorème 
qui fait bobjet de cette Note; mais nous nous bornerons, pour le 
moment à celles que nous venons d’indiquer. 


SUR 

LE SYSTÈME DES VALEURS QU’IL FAUT AUrRlBUER 
A DEUX ÉLÉMENTS DÉTERMINÉS 


PAR UN GRAND NOMBRE D’OBSERVATIONS 
POUR QUE LA PLUS GRANDE DE TOUTES LES EBREURS, 
ABSTRACTION FAITE DU SIGNE, 

DEVIENNE UN MINIMUM. 


Bulletin de lu Société Philornatujue, p. 9-i-99; i8’24' 


Supposons qiCoii ait déjà iiiio valeur approchée des deux éléments 
que Fon considère. Désignons par la variable cc la correction qui doit 
affecter le premier élément, et par la variable / la correction qu'il faut 
apporter au second. Parmi les diverses hypothèses qu'on pourra faire 
sur les valeurs d'^c etd'/, une seule satisfera à la première des observa- 
tions données; et, pour toute autre hypothèse, l’erreur de cette 
observation sera désignée par une fonction à’x etd'/, dans laquelle, vu 
la petitesse supposée des corrections à faire, on pourra négliger les 
puissances des variables supérieures à la première. En général, quel 
que soit le nombre des observations données, leurs erreurs respec- 
tives pourront être représentées par autant de polynômes du premier 
degré en œ et/. Soient 


Ui bi X -|- C| y — Cl , 
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faite du signe, devienne un minimum; el si l’on fait 

- — ù,.'/-~ r, yz=:fi„.,.,^ 

— a-, — b., J- - (-..y ('„.t 

— f/a — b,,. T — r„ r 1-:: e.,a, 

il est évident qu’il suffira de ckercher le système des valeurs d’x* et d’y, 
pour lequel celui des polynômes c.>, . . ., e^+i, • • - , 

(jui aura la plus grande valeur positive, deviendra un minimum. 

La méthode (^) que nous avons proposée pour la solution du pro- 
blème analogue relatif à un nombre quelconque d’éléments, se réduit 
dans le cas présent à ce qui suit. 

i" On commencera par supposer dans tous les éléments à la fois 
l’une des variables milles, par exemple, y=o, et l’on déterminera 
l’autre variable jo de manière que le plus grand des polynômes, qui 
auront une valeur positive, soit un minimum. Soit a la valeur d’.x' 
ainsi déterminée. Pour le système de valeurs 

j: — a, y — O 

deux polynômes e,,, e,, deviendront supérieurs à tous les autres, et par 
suite le système dont il s’agit satisfera à l’équation 

£/< - - (-%! 

il est d’ailleurs facile de prouver que, dans les deux polynômes a,,, e,^, 
les coefficients d’a? seront nécessairement de signes contraires. 

2" On examinera si, pour faire diminuer la valeur commune des 
deux polynômes e,i, il faut faire croître ou diminuer y. 

Supposons que pour faire diminuer la valeur commune des deux 

(1) Col, Le méthode était robjoL du Mémoire que j’ai présenté à l’Institut le 28 lévrier 1814, 
et pour lequel MM. Laplace et Poisson ont été nommés commissaires. C’est môme sur la 
demande de ces deux commissaires que le présent extrait avait été rédigé. 
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polynômes e,,, e^j on soit obligé de faire croître y, on cherchera parmi 
tous les polynômes restants un troisième polynôme tel, qu'en égalant 
ce dernier polynôme aux deux premiers, on obtienne pour y la plus 
petite valeur positive possible. Soit e,. le troisième polynôme dont il 
s’agit. L'équation double 

dp — dij - — €j‘ 

déterminera pour x et y un nouveau système de valeurs que je repré- 
senterai par 

^ = J = D,; 

et ce système pourra être celui qui doit résoudre la question proposée. 

Il la résoudra effectivement, si pour des valeurs de y supérieures à 
le polynôme e,. égalé à celui des polynômes e^, où le coefficient d’o; 
a un signe contraire, devient supérieur à la valeur commune des trois 
polynômes e,. correspondant au système 

æ; — a,, J = 

Dans le cas contraire, soit e,j celui des deux polynômes e,,, e,^ où le 
coefficient d'a:: est le signe opposé au coefficient de la môme variable 
dans e,. : on cherchera un nouveau polynôme c, tel que l'équation 
double 

détermine la plus petite valeur positive possible de y — fî, . Alors on 
obtiendra un nouveau système de valeurs à’x et d'y, que je désignerai 
par 

et qui pourra résoudre dans beaucoup de cas la question proposée. 

En continuant de môme, on essayera successivement plusieurs sys- 
tèmes de valeurs d’x et d'y. Pour chacun de ces systèmes trois poly- 
nômes au moins deviendront à la fois positifs, égaux entre eux et 


ütj uBiiiiei nuiijurü. 

Pour y parvenir, il est nécessaire tPobserver que, si Ton donne aux 
deux variables a; et j des valeurs déterminées, on pourra former rela- 
tivement au système de ces valeurs, trois hypothèses différentes. En 
effet il pourra se l’aire ; 1“ que pour le système dont il s’agit un seul 
polynôme devienne supérieur à tous les autres; a" que deux poly- 
nômes e,! deviennent égaux entre eux et supérieurs à tous les 
autres; 3 ” que trois polynômes au moins e,. soient égaux entre 

eux et supérieurs à tous les autres. Si la première hypothèse a lieu, 
elle subsistera encore, lorsqu’on fera varier séparément a; et y entre 
certaines limites. Si la seconde hypothèse a lieu, elle subsistera encore, 
lorsqu’on fera variera? etj entre certaines limites, de manière toute- 
fois que l’équation soit toujours satisfaite. Mais si la troisième 

hypothèse a lieu, elle subsistera uniquement pour le système de 
valeurs d’a? et d’j déterminé par l’équation double 

Suivant que l’un ou l’autre de ces trois cas aura lieu, je dirai que le 
système donné est du premier, du second ou du troisième ordre. Cela 
posé, les théorèmes 4 % ^“5 9" et 10" du Mémoire présenté à l’Institut, 
suffiront pour déterminer la limite du nombre d’essais qu’on sera 
obligé de faire, dans le cas où l’on ne considère que deux éléments. 
Nous allons réduire ces quatre théorèmes à ce qu’ils doivent être dans 
le cas particulier dont il s’agit. 

Théorème IV. — Si Von passe successivement en revue tous les systèmes 
possibles de valeurs d''æ et d'y, on trouvera que les systèmes du premier 
ordre ont pour limites respectives les systèmes du second ordre, et que 
ceux-ci ont eux-mêmes pour limites les systèmes du troisième ordre. 

Démonstration. — Comme pour chaque système de valeurs d’a? 
et d’j il est nécessaire qu’au moins un polynôme surpasse tous les 
autres, les divers systèmes de valeurs d’a? et d’j se trouveront répartis 



par groupes, si je puis m’exprimer ainsi, entre les divers polynômes 
donnés. Dans quekpes-uns de ees groupes les valeurs des variables 
resteront toujours finies, dans d’autres elles pourront s’étendre à 
l’infini. De plus, comme on ne pourra sortir d’un groupe sans passer 
dans un autre, on rencontrera nécessairement dans ce passage des 
systèmes pour lesquels deux polynômes à la fois deviendront supérieurs 
à tous les autres. Ainsi les systèmes du second ordre serviront de 
limites respectives aux différents groupes entre lesquels se trouveront 
répartis les systèmes du premier ordre. 

Considérons maintenant un système quelconque du second ordre, 
par exemple, un de ceux pour lesquels les deux polynômes e,, 
deviennent à la fois égaux entre eux et supérieurs à tous les autres. Si 
l’on fait varier en meme temps x et j, mais de manière à laisser tou- 
jours subsister l’équation ej,= e,j, on obtiendra, du moins outre 
certaines limites, de nouveaux systèmes du second ordre semblables à 
celui que l’on considère, et pour chacun de ces systèmes la valeur 
commune des deux polynômes sera supérieure à celle de tous les 
autres polynômes. Mais si l’on fait croître ou décroître l’une des 
variables, y par exemple, d’une manière continue, il arrivera un 
moment où les deux polynômes cy, se trouveront égalés par un troi- 
sième. Ainsi la série des systèmes du second ordre qui correspoiuhmt 
à une meme équation entre deux polynômes donnés, aura en général 
pour limites deux combinaisons du troisième ordre, l’une de c('s 
limites étant relative à des valeurs constantes de y, et l’autre à des 
valeurs déc-roissantes de la meme variable. Il peut néanmoins arriver 
que l’une de ces deux limites s’éloigne jusqu’à l’infini, 

Remarque. — II est facile de donner au théorème précédent une 
interprétation géométrique. En effet, concevons que les divers 
polynômes 

C| , <'i, • • • , • • • 1 ^2/0 

tous du premier dégré en x et y, représentent les ordonnées d’autant 
de plans différents les uns des autres, et que l’on ait seulement égard 


ù la [)()rlion de chacun de ces plans qui, pour certaines valeurs d .r 
(ît d’r, devient supérieure à tous les autres. Les portions des divers 
plans qui jouissent de cette propriété formeront un polyèdre convexe 
ouvert dans sa partie supérieure; et, si par un point quelconque du 
plan des x,y on élève une ordonnée, cette ordonnée rencontrera une 
lace, une arête, ou un sommet du polyèdre, suivant que le système de 
valeurs d'ev etd’r qui détermine le pied de rordonnée sera du premier, 
du second ou du troisième ordre. Cela posé, le théorème précédent s('- 
réduit à dire que les projections des faces du polyèdr(‘, ont pour limit('s 
les projections des aretes, et que celles-ci ont elles-mêmes pour limites 
les projections des sommets. 

Théorème V. — Si au nombre des groupes formés par les sysLcmes du 
premier ordre on ajoute le nombre des systèmes du troisième ordre, la 
somme surpassera d'aune unité le nombre des séries formées par les dwers 
systèmes du second ordre. 

Démonstration. — Il suit du théorème précédent : i" que les groupes 
formés par les divers systèmes du premier ordre ont pour limites les 
systèmes du second ordre; 2" que les systèmes du second ordre qui 
servent de limites à un meme groupe de systèmes du premier ordre, 
sont partagés en plusieurs séries, doiit chacune a elle-même pour 
limites deux systèmes du troisième ordre, à moins toutefois, qu’une de 
ces limites ne s’éloigne vers l’infini. Si donc on augmente d’une unité 
le nombre des systèmes du troisième ordre pour tenir lieu des limites 
qui divergent vers l’infini, on se trouvera placé dans des circonstances 
tout à fait semblables à celle qui auraient lieu si les systèmes du 
premier et du second ordre ne pouvaient s’étendre qu’à des valeurs 
finies à'x et d’j. Soient maintenant 

Ml le nombre des groupes formés par les systèmes du premier ordre; 

Ma le nombre des séries formées par les systèmes du second ordre; 

M;) le nombre des systèmes du troisième ordre; 

M;)H-i sera ce dernier nombre augmenté de Tunité; et, pour 



3J8 SUR l.Æ RÉDUCTION DES ERREIDS D OR8E R V ATJ OIN 
démontrer le théorème ci-dessus énoncé, il suffira de voir que l'on a 
( 3 ) Ml -t- M;, =r M.J H- I . 

On y parvient facilement comme il suit. 

Nous avons déjà remarqué qu'à chaque système du premier ordre 
correspondait un polynôme supérieur à tous les autres; à chaque sys- 
tème du second ordre, deux polynômes supérieurs à tous les autres; et 
à chaque système du troisième ordre, trois ou un plus grand nombre de 
polynômes supérieurs à tous les autres. Cela posé, il sera facile de voir 
que, si les systèmes du premier ordre qui correspondent au polynôme 
ne peuvent s'étendre à des valeurs infinies d'o? et d j, les séries de sys- 
tèmes du second ordre correspondant à ce meme polynôme seront en 
nombre égal à celui des systèmes du troisième ordre qui lui servent de 
limites. Car chaque série de systèmes du second ordre aura nécessaire- 
ment pour limites deux systèmes du troisième ordre, et réciproquement 
chacun de ces derniers servira de limites à deux séries de systèmes du 
second. Soit maintenant e^j un polynôme qui, conjointement avec le 
polynôme Cj,, corresponde à une série de systèmes du second ordre; et 
supposons encore que les systèmes du premier ordre qui correspondent 
au polynôme e,/ no puissent s’étendre à l’infini, les système du troisième 
ordre qui correspondront à la fois aux deux polynômes Cj,, e,, seront au 
nombre de deux. Par suite le nombre des séries de systèmes du second 
ordre, qui correspondront au polynôme e,, sans correspondre au poly- 
nôme surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième 
ordre, qui correspondront au premier polynôme sans correspondre au 
second : d’où il est aisé de conclure que le nombre des séries de sys- 
tèmes du second ordre qui correspondront à l’un des polynômes e,i, 
surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième ordre 
correspondant à ces memes polynômes. En général désignons sous le 



lesquels les valeurs des variables ne puissent s’étendre à l’infini. On 
fera voir, par des raisonnements semblables aux précédents : i" que le 
nombre des séries de systèmes du second ordre correspondant à l’un 
des trois polynômes e,,, e^, e^, surpasse de deux unités le nombre des 
systèmes du troisième ordre qui leur correspondent; 2 " que le nombre 
des séries de systèmes du second ordre qui correspondent à fun des 
quatre polynômes e,j, e,., e,, surpasse de trois unités le nombre des 
systèmes du troisième ordre correspondant à ces mêmes poly- 
nômes, etc. Si donc l’on désigne : 

— par Ni le nombre des polynonn^s e,,, c,., C/, ... ; 

— par Na le nombre des séries de systèmes du second ordre qui 
correspondent à l’un d’eux; 

— par Nn le nombre des systèmes du troisième ordre qui corres- 
pondent à l’un de ces mêmes polynômes, on aura généralement 

ou 

( 6 ) — 

D’ailleurs, si l’on suppose que la série Cp, e,,, e,., c,, Ci, . . ., renferme 
tous les polynômes donnés, à l’exception d’un seul, et que l’on veuille 
passer de l’hypothèse où quelques systèmes du premier et du second 
ordre s’étendent à l’infini, à celle dans laquelle tous les systèmes ne 
pourraient s’étendre qu’à des valeurs finies d’j? et d’}', il faudra faire 

NarrrM,, 

N;( H— I . 

Cela posé, l’équation (6) deviendra 

!M[| — ^ • 

G. Q. F- D. 


Remarque. — Le théorème précédent peut s’interpréter, en 
Géométrie, de la manière suivante. 



Dans un polyèdre ouvert par sa partie supérieure, la soinnu', faite du 
lumbrc des faces et du nombre des sommets surpasse d’une unité le 
lombre des arêtes. 

Pour déduire cette proposition du théorème d’Euler, il suffit de 
îonsidéroi' un polyèdre fermé, et de concevoir que dans ce polyèdre 
es diverses arêtes qui concourent à un même sommet pris dans la 
lartie supérieure, s’écartent l’uno de l’autre et divergent vers l’infini. 

Théorème IX. — Chaque système du troisième ordre sert de Limite au 
awins à trois séries de systèmes du second ordre. 

Démonstration. — En effet, chaque système du troisième ordre 
.‘orrespond au moins à trois polynômes ej„ 0,^, e,., .... De plus, parmi 
les séries de systèmes du second ordre qui cori-espondentà l’un de ces 
[)olynomes, il y en a toujours nécessairement deux qui ont pour limite 
commune le système du troisième ordre que fou considère; ctrécipro- 
[juement les séries de systèmes du second ordre, qui ont ce dernier 
pour limite, correspondent toujours à deux des polynômes dont il 
s’agit. Par suite le nombre de ces séries est toujours égal à celui des 
polynômes e,,, e,^^ e,. il est donc au moins égal tà 3. 

Interprétation o'éométj'ique. — Trois arêtes au moins d’un j)olyèdre 
se réunissent toujours à chacun de ses sommets. 

Corollaire. — Soit toujours Mj, le nombre des systènu's du troisiènu' 
ordre, etMi le nombre des séries formées par les systèmes du second 
ordre. Puisque chaque système du troisième ordre sert de limite au 
moins à trois séries de systèmes du second ordre, et que chaque série 
a pour limites un seul ou tout au plus deux systèmes du troisième ordre, 
on aura nécessairement 

3M;,<2]Vro. 

Cette inégalité, jointe à féquation (3) suffit, comme on va le voir, 
pour déterminer une limite du nombre d’essais qu’exige la méthode 
proposée. 


TirÉOUK.Mi-: X. — Le nombre dressais qiL exige la méthode proposée ne 
surpasse jamais le double du nombre des polynômes qui peuvent devenir 
supérieurs à tous les autres. 

Démonstration. — En elTet, le nombre d’essais qu’exige la méüiode 
proposée ne surpasse jamais le nombre des systèmes du troisième 
ordre désigné ci-dessus par Mg. D’ailleurs le nombre des polynômes 
qui peuvent devenir supérieurs à tous les autres, est égal au nombre 
(les systèmes du premier ordre désigné par iMi. Il sulïïra donc de laire 
voir qu’on a toujours 

Or on a, en vertu de l’équation (3), 

( 3 ) 

et, en vertu du théorème 

Mr,-1- iM,. 


En ajoii tan t, membre à membre, cette dernière inégalité à l’équation (3), 
on aura 

n- 


et par suite 


Ms <C e. ( M , — I ) < •.>, M I 


C. O. F. I). 


Interprétation géométrique. — Dans un polyèdre ouvert par sa partie 
supérieure, le nombre des sommets ne peut surpasser le double du 
nombre des feces. 


Corollaire. — Comme le nombre des polynômes qui peuvent devenir 
supérieurs à tous les autres est tout au plus égal au nombre des pol}^- 
nomes que l’on considère, c’est-à-dire, au double du nombre des 


irvations, le nombre d'essais qu’exige la méthode proposée ne peut 
lis surpasser le quadruple du nombre des observations. Ainsi la 
te du nombre des essais est simplement proportionnelle au nombre 
observations données. 


MÉMOIRE 

SUR LE CHOC DES CORPS ÉLASTIQUES C). 


Ihilleliti de la Sociûlé Philomatique^ p. 180-182; 1826. 


Dans un Mémoire présenté à l’Académie eu 1822, j’ai donné les 
équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 
vibratoires des corps solides élastiques ou non élastiques. Dans le 
nouveau Mémoire, j’applique ces équations au choc des corps élas- 
tiques. Je me bornerai pour le moment à l’exposition des phénomènes 
que présente le choc de deux cylindres droits et homogènes qui 
viennent sélVapper par leurs bases avec des vitesses égales ou inégales, 
dirigées suivant des droites paralièb's à leurs génératrices. Alors les 
équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 
des deux cylindres renferment seulement chacune deux variables 
indépendantes, savoir, une abscisse a:; et le temps; et, en intégrant ces 
équations de manière que les variables principales satisfassent aux 
conditions du problème, on obtient immédiatement les résultats que 
je vais indiquer. 

Supposons, pour fixer les idées, que les deux cylindres soient formés 
de même matière, mais que leurs longueurs soient dilférentes. Comme 
le centre de gravité du système se mouvra uniformément dans l’espace, 

fl) Déposé à l’Acadéinio Royale des Sciences le 19 février 1827. 



32^1- MEMOIRE SUR LE CHOC DES CORPS ELASTIQUES. 


on pourra toujours ramoner la question au cas où ce centre a une 
vitess(‘, nulle, en rapportant le mouvement du syslènu' à c(dui du cmitre 
dont il s’agit. Cela posé, soient a, A les longueurs respectiv(îs des deux 
cylindres; w, 0 leurs vitesses initiales dirigées en sens contraires; 

^ la hauteur qu’il faudrait attribuer au second cylindre pour (|ii'étanl 

suspendu à une tranche infiniment mince du premier, il produisît umi 

dilatation mesurée p'H'-; <'f A force a(*céléra(ric(' (h' la pesanteur. 

hnlin faisons, pour ahrég<‘r, /, •-= £,<//, comptons !(' l(Mnj»s / à partir de 
l’instant où le choc, comineuce, et soit 

r.) A 

(A - > ' • 

ii a 

l)e[)uis le commencement du choc jusqu’à la lin du tiunps (jii'on 
obtiendra en divisant, par la constant(‘ k, la longueur a du premier 
cylindre, les vitesses initiales co et iî disparaîtront dans deux portions 
contiguës du premier et du second cylindre, et ces d(uix portions 
offriront dans chaque tranche une nouvelle viti'sse équivalente à la 

demi-différence avec une compression la'présentée par le rajiport 

U) + £2 
•A 

Pendant le même temps, les longueurs des portions dont il s’agit 
seront égales dans les deux cylindres, et croîtront comme le temj)s, 
de manière à devenir finalement équivalentes à la longueur du premier 
cylindre. Pendant un second temps égal au premier, ces longueurs 
varieront encore : mais celle ([ui se rapporte au premier cylindre dimi- 
nuera proportionnellement au temps, de manière à devenir finalement 
nulle; tandis que l’autre longueur relative au second cylindre croîtra 
sans cesse, si la longueur du second cylindre surpasse le double de 
celle du premier, (M croîtiai pour diminuer ensuite dans le cas contraire. 
Quant aux portions restantes des deux cylindia'S, elles offriront dans 
chacune de leurs; li’ane.hes; nemlanf In nérinde dnnf il as;! rnieslinn. 


dans lo premier cylindre, une vitesse constante égale à la vitesse 
initiale du second cylindre, avec une comprc'ssion nulle en chaque 
point; (it dans le second cylindre la vitesse initiale du second ou du 
premier cylindre, suivant que la longueur du second cylindre sera 
iiilerieure ou supéri(;ure au double de la longueur du premiei*. A la fin 
de cette nouvelle période-, le premier cylindre étant animé dans tous 
ses points par une vitesse- équivalente à la vitesse initiale du second, 
se séj)ai‘e-i‘a de ee-lni-ci, et le choc sera te-rminé. Ajoutons qu’api'ès la 
séparation le-, premier- cylindre, ollVant partout des compressions 
nulles, ne- changei‘a plus de lornie-, landis que le se-coiid cylindre, 
composé de deux parties elont les vitesses se-ront dilférentes, et dont 
une se-ulc oIVrira des compressions nulles, eu)ntinue-ra de vibrer dans 
l’espaeie. On eloit seulemient e-xceepter le cas où les deux c.ylindres, 
étant ele même longiie-iii‘, auraient e*u ])riniitiYe-ment eles vite-sses égale-s 
elirigées en sens ceiiiti'aires. 

Les conséquences qui se- déeluisent de-s principeis que nous venons 
(Tétahlir sont très importantes dans la théorie de la dynamique. Ainsi, 
par exemple, on enseigne, dans la mécaniqiu^ rationnelle, que, si deux 
corps parfaitement élastiques viennent à sc- choquer, la somme des 
forces vives r(-st(-ra la même-, avant le choc et après le choc. Mais il est 
clair qu'alors on fait abstraction du mouvement vibratoire de-, c.haqiu- 
corps après le choc, et l’on pourrait é(re curi(‘nx de connaître c(i 
qui arrive dans le cas contrai r*-. 

Or, si l’on détermine, d’après ci- qui a été dit ci-dessus, la somme 
d(-s forces vives de deux (‘ylindr(-s avant et après le choc, on recon- 
naîtra : i" que la perte des (brees vives est nulle dans un seul cas, 
savoir, lorsqiu- les longueurs des deux cylindres sont égales, et qiu^ 
cette p(-rte, bien loin d’ètre nulle dans les autres cas, comme on h- 
siipposf-, ordinaiiMunent, s’élève à la moitié de la somme des forces 
vives, quand la longueur de l’un des cylindres devient infiniment 
graïuh-, et qu’elle peut s’élever jusqu’aux ti-ois quarts de cette somme 
quand les deux cylindres offrent des longueurs doubles l’une de 
l’autre. Lorsqu’un cylindre vient frapper un ])lan solide, il se trouve à 


peu près dans le môme cas que s'il Irappait un cylindre dont la longueur 
fût infinie, et, par conséquent, il y a perte de forces vives. 

Dans un second Mémoire je montrerai comment on peut étendre les 
memes principes au choc de deux cylindres composés de matières 
différentes, ou au choc des corps dont la forme n’est pas cylindricfue. 
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RAPPORT 

SUR UN MÉMOIRE DE M. PONCEJJfr 
RELATIF 

AUX PROPRIÉTÉS PRO.IKCTIVES DES SECTIONS CONIQUES (*). 


Annales de Mathûinatiqaes^ Tome XI, p. Bij-RS; 1820. 


Le Secrétaire perpétuel de l’Acadéiuie, pour les Sciences mathéma- 
tiques, certifie que ce qui suit est extrait du procès-vei'hal de la séance 
du lundi 5 juin 1820. 

L’Académie nous a chargés. MM. Arago, Poisson et moi, de lui rendre 
compte d’un Mémoire de M. Poncelet sur les propriétés projecLwes des 
sections coniques. L’auteur appelle ainsi les propriétés relatives aux 
cordes communes, aux points de concours des tangentes communes, 
et beaucoup (fautres semhlahles qui, étant indépendantes des dimen- 
sions attribuées aux courbes que fou considère et de leurs paramètres, 
subsistent lorsqu’on projette ces courbes sur tle nouveaux plans, à 
l’aide de droiles qui concourent vers un meme point; c’est-à-dire, en 
d’autres termes, lorsqu’on met ces courbes en perspeclive: ce qui a 
également lieu pour le cas où, le point de concours s’éloignant à 
l’infini, les projections deviennent orthogonales. Nous allons (fabord 
indiquer les moyens que fauteur emploie ])our établir le.s propriétés 
dont il s’agit. 

(*) Cg mémoire et les trois qui suivent comportent des notes de Gergonne, rédacteur 
des Annales de MaUiéma tiques. Elles sont signées (T. D. G.). (11. T.) 


consiste à les établir d'abord pour les courbes les plus simples de la 
classe dont il est question, et à les étendre ensuite aux autres courbes 
de la meme classe, par la comparaison de celles-ci avec les premières. 
Cette méthode peut meme servir à la recherche des propriétés d’une 
courbe donnée. Veut-on connaitrcï, par exemple, celle d’une ellipse? 
on commencera par supposer les deux axes égaux; ce qui réduira cette 
ellipse à une circonférence de cercle. On remarquera que la surface 
du cercle est égale au carré du ra3mn multiplié par le nombre qui 
exprime le rapport de la circonférence au diamètre; que deux rayons 
qui se coupent à angles droits sont parallèles aux tangentes menées 
par leurs extrémités; que ces mêmes rayons comprennent entre eux 
une surface constante; que la somme de leurs carrés est égale à la 
somme des carrés de leurs projections sur un diamètre quelconque; 
que les tangentes des angles aigus qu'ils forment avec un meme 
diamètre, étant multipliées l'une par l'autre, donnent l'unité pour pro- 
duit; enfin, que la perpendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne 
proportionnelle entre les dtmx segments adjac(Mits. Si maintenant on 
considère une ellipse dont les deux axes soient inégaux, on décrira sur 
le grand axe de cette ellipse, pris pour diamètre, une circonférence de 
cercle, dont l'ordonnée, comptée perpendiculairement au grand axe, 
aura un rapport constant avec celle de l'ellipse. Cela posé, si l'on 
appelle diamètres conjugués d(', l'ellipse ceux dont les projections sur 
le grand axe coïncident avec les projections de deux diamètres du 
cercle qui se coupent à angles droits, on conclura immédiatement des 
remarques faites à l'égard du cercle que la surface de l'ellipse est égale 
au produit des deux demi-axes par le nombre qui exprime le rapport 
de la circonférence au diamètre; que, dans la même courbe, les 
tangentes menées aux extrémités de deux diamètres conjugués, sont 
parallèles à ces diamètres; que deux demi-diamètres conjugués 
comprennent entre eux une surface constante; que les sommes des 


ciurcb UC leurs prujcctiuns sur ic grana axe ei sur le peiii axe sont 
respectivement égales aux carrés des demi-axes, et que, par suite, la 
somme des carrés des deux demi-diamètres équivaut à la somme des 
carrés des deux demi-axes; enfin, que le rapport de ces deux derniers 
carrés mesure k la fois le produit des tangentes des angles aigus 
formés avec le grand axe par deux diamètres conjugués et le rapport 
du carré d'une ordonnée aux segments correspondants de ce menu^ 
grand axe. Au reste, pour obtenir le cercle auxiliaire dont nous venons 
d’indiquer l’usage, il suffit de chercher dans l’espace un cercle dont 
l’ellipse donnée soit la projection orthogonale, et de rabattre ensuite le 
plan de ce cercle sur celui de rdlipse, après avoir fait tourner le 
premier autour du diamètre parallèle au second (^). Plus généra- 
lement, on peut considérer une ellipse, une hyperbole ou une parabole 
comme la perspective ou projection centrale d’un cercle quelconque, et 
déduire, des propriétés de ce cercle, celles de la projection. Tel est, en 
effet, le moyen employé parM. Poncelet pour déterminer les propriétés 
projectives des points coniques. Il appelle centre de projection le point 
où se trouve placé dans la perspective l’œil du spectateur. Ce point est 
le sommet d’une surface conique du second degré qui a pour base la 
courbe proposée. Il est bon de rappeler, à ce sujet, que, si l’on coupe 
une surface conique quelconque par deux plans parallèles, les deux 
sections seront toujours semblables entre elles. Il y a plus, si, d’un 
centre de projection pris à volonté dans l’espace, on mène des rayons 
vecteurs aux différents points d’un système composé de points, de 
lignes ou de surfaces quelconques, et qu’on fasse croître ou décroître 
à la fois tous les rayons vecteurs dans un rapport donné, on obtiendra 
un second système de points, lignes ou surfaces, semblable au premier 
et semblablement placé, en sorte que les droites et les plans menés 
dans les deux systèmes, par des points correspondants, seront toujours 

( 1 ) Il paraîtra peut-ôtre plus simple, et il reviendra d’ailleurs au môme, de chercher 
dans l’espace un plan sur lequel la projection orthogonale de l’ellipse soit un cercle; et 
il n’y aura pas d’ailleurs besoin de rabattement. On peut consulter, sur ce sujet, un 
Mémoire de M. Fériot, inséré à la page 240 du volume II de ce recueil. (J. D. G.) 



parallèles. Le centre commun, vei'S lequel convergent tous les rayons 
vecteurs, est ce qu’on peut appeler le cenLre de similitude des deux 
systèmes. Pour deux ceiM'les, tracés sur un mènu' j)lan, ce centiuî de 
similitude; ne peut être que le point de concours des tangentes 
communes, extérieures ou intérieuia's. AI. Poncelet ('xpos(' ses diverses 
propriétés, dont un grand nombre dérivent immédiat('ment de la défi- 
tion meme que nous venons d’en donner. 

Outre la considération des proj(îctions centi-ales. Al. Poncelet 
emploie encore, dans son Alémoiiu', ce qu’il appelle le principe de la 
continuité. L’admission de ce principe en Géométrie consiste à supposer 
([lie, dans le cas où une figuriî comjmsée d’un système de lignes droites 
ou courbes conserve constamment certaines propriétés, tandis que les 
dimensions absolues ou relatives di' ses diverses parties varient d’une 
manière quelconque, (Mitre certaines limites, c(‘S mêmes propriétés 
subsistent nécessairement lorsqu’on fait sortir b's dimensions dont il 
s’agit des limites entre lesquelles on les sup])()sait d’abord renlérinéi^s; 
('t quiu si quelques jiartics de la figure disparaissent dans la seconde 
hypothèse, celles qui restent jouissent encore, h's iini's à l’égard des 
autres, des propriétés qu’elles avaient dans la figuri' ])rimitiv(' (M. Ce 
principe n’est, à proprement parlm', qu’une forte induction, à l’aide 
de laquelle on étend des théorèmes établis, d’aboial à la faveur de 
certaines restrictions, aux cas où ces memes restrictions n’existent 
plus. Etant appliqué aux courbes du second degré, il a conduit l’auteui' 
à d(‘s l’ésultats exacts. Néanmoins, nous pimsons qu’il ne saurait êtri' 
admis généralement et ajiprKjué indistinetmnent à toutes sortes d(' 
(juestions en Géométriiu ni même mi Analyse (-) : En lui accordant 

(‘) Le Mémoire qui précède ceci offre, en particulier, dos exemples remarquables en 
faveur de ta principe; on y a vu que le point de concours des tangentes communes à 
doux cercles, soit extérieures, soit intérieures, ne cesse pas d’exister, lorsque ces 
tangentes cessent d’ôtre possibles; et qu’il en est de même de la corde commune à deux 
cercles, lorsque ces cercles cessent de se couper. 

(2) C’est aussi, à ce qu’il parait, l’opinion de M. Durrande; et c’est ce qui l’a déter- 
miné à abandonner les démonstrations, très élégantes d’ailleurs, que Monge avait données 
de la théorie des pôles, de celle des centres de similitude et de celle des axes radicaux, 
démonstrations qui ne sont applicables qu’à certains cas. Il faut donc employer le prin- 


trop de confianco, on pourrait tomber quelquefois dans des erreurs 
manifestes. On sait, par ('X(împlo, que, dans la déterminatioii des inté- 
grales définies, et par suite, dans l’évaluation des longueurs, des 
surfaces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formub's 
qui ne sont vraies ([u’aiitant que les valeurs des quantités qu’elles 
renferment restent comprises entre certaines limites. 

Au reste, nous distinguerons soigneusement les considérations de 
M. Ponceletsur la continuité de celles qui ont pour objet les j)ropriétés 
(l(‘s lignes auxqu('.lles il donne le nom de cordes idéales d(is s(M‘tions 
eoniqiK's. Ooinme (*es propriétés nous paraissent inérit<'r d’étia* 
)‘('marqué('s, et (ju’elles fournissent à l’auteur nn troisième moyen (b* 
résoudre les questions relatives aux couj'Les du second degré, nous 
allons donner à ce sujet quelques dév{do[)j)enients. 

Si, après avoir mené, par le centre d’une hyperbole, un diamètre, o./t 
qui riMieontrc les deux brandies, on fait passer, par bîs points de 
rencontre des tangentes à riiyperbole (d par le centre, une parallèle à 
ce, s tangi'iites, puis que l’on (dierclie à déterminer, par l’analyse, 
les coordonnées des points où ci'tte parallèle l'encontre la courbe 
(!t les distances respectives de ces points au centre, on trouvera, 
pour l’une et l’autre distance, en faisant abstraction du signe, une 
expression imaginaire de la forme li\J — i; etpar conséquent, pour la dis- 
tance entre les deux points, une autre expression de la forme iB \l — i . 
Le coclficient de sJ — i, dans cette dernière, ou la longueur 'iB, qui est 
une ([uantité réelle, peut se construire géométriquement; et, comme 
la considération de cotte longueur peut être utile dans la recherche 
des propriétés de l’hyperbole, on lui a donné un nom, mi disant 
([ue J.B représente le diamètre conjugué au diamètre 'aA. On sait 
qu’étant donné le diainèlre 2//, avec sa direction, on peut facilement 

cipc (le M. l’oaeclot, ainsi que le Lotir de démonstratiou iutrotluifc par IMonge, à pou près 
comme on employait le calcul différentiel lorsqu’on n’en voyait pas bien encore la méta- 
physique; c’est-à-dire, uniquement comme instruments de découverte; mais ce n’en seront 
pas moins des instruments très précieux; car, le plus souA'ont, en mathématiques, 
découvrir est tout; et ce no sont pas d’ordinaire les démonstrations cpii embarrassent 
beaucoup. (J. D.G.) 
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en déduire le diamètre 2A ; en coupant les asymptotes par une sécante 
parallèle à la direction donnée, la ligne menée du centre au milieu de 
la sécante indiquera la direction du diamètre 2 A; et le rapport de cette 
dernière ligne à la moitié de: la sécante sera précisément égal au 
, A 

rapport 

Supposons maintenant que l’on cherche, par l’analyse, les points 
d’intersection, non plus d’un diamètre, mais d’une droite quelconque 
avec une courbe du second degré, et la distance de ces deux points, 
ou, en d’autres termes, la cordc; qui les unit; lorsque la droite ne 
rencontrera plus la courbe, la distance donnée par l’analyse deviendra 
imaginaire, et sera de la Ibrme 2 C'y/ — 1 ; tandis que le point milieu de 
la corde conservera des coordonnées réelles. Il devient alors utile do 
substituer à la corde imaginaire, qui n’existe pas, une corde fictive 26', 
comptée sur la droite proposée, et dont le milieu coïncide avec le point 
dont nous venons de parler. 

C’est à cette corde fictive qu’on pourrait appliquer la dénomination 
de corde idéale, par laquelle M. Poncelet désigne tantôt la droite indé- 
linie que l’on considère, et tantôt la corde imaginaire interceptée par 
la courbe, puisqu’il appelle centre de la corde idéale le point réel que 
l’analyse indique comme étant le milieu de la corde imaginaire. Le 
sens dans lequel l’auteur emploie le mot idéale se trouverait ainsi 
modifié de telle manière que les longueurs idéales resteraient des 
longueurs réelles et constructibles en Géométrie. Ainsi, par exemple, 
dans une hyperbole, dont le grand axe rencontre la courbe, la longueur 
idéale du diamètre, perpendiculaire au grand axe, serait le petit axe 
lui-même. Si, en adoptant cette manière de s’exprimer, on construit, 
pour une section conique quelconque, toutes les cordes idéales 
parallèles à une direction donnée; les extrémités de toutes ces cordes 
se trouveront sur une nouvelle section conique, que fauteur appelle 
supplémentaire de la première, relativement à la direction dont il 
s’agit. 




1 X 


mentaires Tune de Tautre, relativement à une direction donnée, sont 
nécessairement ou deux paraboles ou une hyperbole et une ellipse. 
Dans le premier cas, les deux paraboles ont le même paramètre, avec 
une tangente commune, parallèle à la direction donnée, et un diamètre 
commun passant par le point de contact. Dans le second cas, les deux 
courbes peuvent aisément se déduire l’une de l’autre, d’après la condi- 
tion à laquelle elles se trouvent assujetties d’avoir en commun deux 
diamètres conjugués, dont l’un est parallèle à la droite donnée, tandis 
que l’autre rencontre à la fois les deux courbes qui se touchent ainsi 
par ses extrémités. Dans le même cas, toutes les fois que l’ellipse se 
réduit à un cercle, l’hyperbole devient équilatère, et a pour axe trans- 
verse le diamètre du cercle. Enfin, l’on prouve aisément que, si deux 
courbes sont supplémentaires l’une de l’autre, relativement à une 
direction donnée, indiquée par une certaine droite, leurs projections 
sur un plan parallèle à cette droite jouiront de la même propriété. 

En vertu de ce qui précède, si l’on donne une section conique quel- 
conque, avec un centre et un plan de projection, il deviendra facile de 
déterminer, pour la section conique projetée : i" l’angle formé par 
deux diamètres conjugués, dont l’un serait parallèle au plan de la 
section conique proposée; 2'’ le rapport de ces mêmes diamètres. En 
effet, si l’on conçoit d’abord que la section conique projetée soit une 
hyperbole, un plan quelconque, parallèle au plan de projection, 
coupera le cône qui a pour base la courbe proposée, et pour sommet 
le centre de projection suivant des hyperboles semblables et comprises 
entre des asymptotes parallèles. Par suite, si le plan coupant passe par 
le sommet du cône, la section se trouvera réduite à deux arêtes paral- 
lèles aux asymptotes dont il s’agit. Comme d’ailleurs le même plan 
coupera évidemment la courbe donnée suivant une certaine corde 
terminée à ces deux arêtes, il en résulte : 1" que l’angle cherché sera 
équivalent à celui que forme la corde en question avec la droite qui 
joint son milieu et le sommet du cône; 2" que le rapport cherché sera 
celui qui existe entre la longueur de cette droite et celle de la demi- 
corde. Lorsque la courbe projetée sera une ellipse, le plan mené par le 



sommet au cône paraiieiemeiu au pian ae projection ne rencontrera 
plus la courbe proposée; mais sa trace sur le plan de cette deriiièrc 
sera toujours une droite réelle, à laquelle correspoiulra une certaine 
corde idéale de la courbe donnée. Dans la même bypotlièse, on appli- 
quera les raisonnements que nous avons employés ci-dessus, non plus 
à la courbe proposée, mais à la section conique supplémentaire de cette 
courbe, relativement à la corde idéale dont nous venons de parler; et 
l’on en conclura : i" que l’angle cherché est équivalent à celui que 
l'orme la corde idéale avec la droite qui joint le milieu de cette corde 
('t le centre de projection; 2 " que le rapport cherché est celui qui 
(ixistc entre la longueur de cette droite et la demi-corde. Lorsque la 
courbe projetée se réduit à un cercle, tous ses diamètres conjugués 
sont égaux et se coupent à angles droits. Par conséquent, dans ce cas 
particulier, la droite menée du centre de projection au milieu de la 
corde idéale de la courbe donnée doit être perpendiculaire sur cette 
corde et égale à sa moitié. 

La question que nous venons de résoudre n’a pas été traitée direc- 
tement par M. Poncelet; mais la solution que imus avons déduite des 
principes qu’il a établis fournit le moyen de simplifier et de géné- 
raliser, tout à là fois, celles de plusieurs autres problèmes dont nous 
parlerons ci-après. 

Considérons à présent deux sections coniques tracées sur un même 
plan. Il peut arriver ou quelles se coupent en quatre points ou qu’elles 
se coupent en deux points ou qu’elles ne se coupent pas. Si l’on cherche, 
par l’analyse, les abscisses des points d’intersection, on trouvera que 
ces abscisses sont les racines d’une équation du quatrième degré à 
coefficients réels, et que cette meme équation a quatre racines 1^301103 
dans le premier cas, deux racines réelles et deux racines imaginaires 
conjuguées dans le second, ciiriii, quatre racines imaginaires conjuguées 
deux à deux dans le troisième. De plus, comme, en combinant les 
équations des deux courbes, on jmut en déduire une troisième équa- 
tion du second degré, qui ne renferme Pordonnée qu’au premier degré 
seulement, il en résulte que l’analyse indique seulement quatre points 


d'inUu'sectioii, et que, poui* cliacuu de ces points, ou peut exprimer 
l’ordonnée en l’onction rationnelle et réelle de l’abscisse. Par suite*, si 
l’on h'ouve, pour un point d’intersection, une abscisse réelle, l’ordonnée 
le sera également; et, si l’analyse l’ouriiit, pour deux de ces points, 
deux abscisses imaginaires conjuguées, les ordonnées correspondantes 
seront elles-memes imaginaires et conjuguées. Considérons, en parti- 
culier, deux points de cette dernière espèce. Comme, pour trans- 
rormer les coordonnéc.'s de l'imc en celle de l’autre, il sulïira (b* 
r(*mplaeer H- y/ — i par — y/— i , il est claii* que toutes les équations et 
(liiantités diverses qui, étant rationnelles par rapport à ces ordonnées, 
no devront pas être altérées par leur échange mutuel, seront nécessai- 
rement des équations réelles et des quantités réelles. Pai* exemple, 
l’équation de la droite qui passe par les deux points sera réelle, ainsi 
({lie le carré de leur distance mutuelle, ou, en d’autres termes, de la 
corde qui les unit, et il en sera de même des coordonnées du milieu de 
celte corde. Toutefois, comme, par hypolhèsc, les deux points ne sont 
pas réels, le carré de la c.orcb*. en question m* pourra être qu’une 
quantité négative, doni la racine, abstraction laite du signe, sera iim* 
expression imaginaire* de la forme 'jXsj — • i 

Pour déterminer b*- coelFicient réel 'aC, dans cette expression, il 
suffira évidemment de clierclierla corde idéale qu’on obtient en consi- 
dérant la droite réelle qui passe par les deux points imaginaires comiiuï 
sécante idéale de Tune ou de Tautre des deux courbes proposées. Par 
conséquent, la longueur aC sera celle d’une corde idéale réellement 
commune à ces deux courbes. Cela posé, si Ton passe successivement 
en revue les trois hypothèses que Ton peut faire sur le nombre des 
points réels communs aux deux courbes proposées, on trouvera que 
ces deux courbes ont, en général, ou six cordes communes, passant 
par quatre points réels, ou deux cordes communes, dont une idéale, 
ou deux cordes idéales communes. Toutefois, pour deux hyperboles 
semblables, ou du moins comprises entre des asymptotes parallèles, 
ainsi que pour des ellipses semblables et semblablement placées, une 
seule corde commune naturelle ou idéale subsiste, tandis qu’une aiitri* 


s’éloigne à rinüiii. C’est ce qui a lieu, en particulier, pour deux circon- 
férences de cercles (^). De plus, il peut arriver que deux cordes 
communes viennent à se confondre, et alors, si ces cordes ne sont pas 
idéales, les deux courbes se toucheront évidemment en deux points 
réels. Ajoutons que, si Ton projette deux sections coniques, situées 
dans un même plan sur un nouveau plan, parallèle à une corde idéale 
qui leur soit commune, la projection de cette corde sera elle-même 
une corde idéale commune aux projections des deux sections coniques. 
Par suite, si les deux courbes proposées étaient dissemblables entre 
elles, auquel cas elles avaient nécessairement plusieurs cordes réelles 
ou idéales communes; pour rendre leurs projections semblables et 
semblablement placées, il faudra faire en sorte qu’une des cordes 
communes s’éloigne à Tinfini. On remplira cette condition en plaçant 
le centre de projection partout où Ton voudra, pourvu qu’ensuite on 
prenne le plan de projection parallèle à celui qui passera par ce centre 
et par l’une des cordes communes aux deux courbes données. 

Dans ce qui précède, nous avons déduit de l’analyse la notion des 
cordes idéales des sections coniques; mais on peut arriver au môme 
but par des considérations géométriques. 

Par exemple, lorsqu’une ellipse ou une hyperbole se trouve coupée 
en deux points réels par une sécante quelconque, le milieu de la corde 
interceptée coïncide avec le point où la sécante est rencontrée par le 
diamètre conjugué à sa direction, et la corde elle-même est équivalente 
au double produit du rapport entre le diamètre parallèle et le diamètre 
conjugué,, par une moyenne proportionnelle entre les distances du 
point que l’on considère aux extrémités du diamètre conjugué. Si l’on 
détermine, d’après les mêmes conditions, la corde et son milieu, dans 

La corde commune idéale de deux cercles extérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres 
termes, leur axe radical n’est autre chose que la corde commune naturelle des hyper- 
boles supplémentaires de ces deux cercles, relatives à une perpendiculaire quelconque à 
la droite qui joint leurs centres. On peut dire pareillement que le point de concours idéal 
des tangentes communes à deux cercles intérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres termes, 
leur centre de similitude, soit interne, soit externe, n’est autre chose que le point do 
concours naturel dos tangente.s communes aux mêmes hyperboles. (J. D. G.) 



le cas où la sécante devient idéale, on obtiendra ce que nous avons 
nommé la corde idéale relative à cette sécante (^). 

Considérons encore deux cercles non concentriques et situés dans 
un môme plan. Si, par ces cercles, on fait passer deux sphères qui se 
coupent, le plan d’intersection des deux sphères rencontrera le plan 
des deux cercles suivant une certaine droite; et cette droite, si les 
deux cercles se coupent, passera par les deux points qui leur sont 
communs. Si, au contraire, les deux cercles ne se coupent pas, cette 
droite sera précisément la sécante idéale, dont la direction coïncide 
avec celle de la corde idéale commune, et le point d’intersection de 
cette sécante avec la droite des centres sera le milieu de la meme 
corde. 

La construction précédente, en donnant un moyen de facile 
fixer la direction de la corde idéale commune à deux cercles, sert en 
môme temps à faire connaître ses principales propriétés. Par exemple, 
si d’un point pris sur cette sécante, on mène une suite de tangentes 
aux deux sphères, elles seront évidemment égales aux tangentes 
menées par ce même point à leur cercle d’intersection : il en résulte 
immédiatement que les quatre tangentes menées à deux cercles par un 
point pris sur la direction de la corde commune sont égales entre 
elles C-^). Cette propriété était déjà connue des géomètres. On avait 


(‘) Tout ceci revient à dire que la coexistence de deux sections coniques sur un môme 
plan donne généralement naissance à six droites déterminées de grandeur et de situation, 
lesquelles, lorsque ces courbes se coupent, deviennent, en tout ou en partie, des cordes 
communes à ces deux courbes ; or, s’il est une définition de ces droites qui convienne 
également à tous les cas, no faudrait-il pas l’adopter de préférence à une autre définition 
sujette à des exceptions nombreuses, pour lesquelles il faut recourir à des conceptions 
ingénieuses, si l’on veut, mais qui tendent à faire perdre à la Géométrie une partie des 
avantagés et de la supériorité qu’on lui a toujours accordés sur toutes les autres sciences? 
Dans le cas de deux cercles, par exemple, no vaut-il pas mieux définir Taxe radical, le 
lieu des points pour lesquels les tangentes aux deux cercles sont de môme longueur, que 
de dire que c’est la corde commune à ces doux cercles? Nous en dirons autant des 
tangentes idéales aux sections coniques dont M. Poncelet paraît s’ètre également occupé, 
et qui peuvent offrir un pareil champ do spéculation. (J. D. G.) 

(^) Gela nous paraît résulter d’une manière presque intuitive des propriétés des 
tangentes et sécantes partant d’un môme point, sans qu’il soit nécessaire de recourir aux 
sphères; mais, quand les cercles ne se coupent pas, les sphères ne se coupent pas non 
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remarqué la droite à laquelle elle appartient; et M. Gaultier, auteur 
d'un Mémoire inséré dans le XVP Cahier du .louriial de PEcole Poly- 
technique, a particulièrement considéré les droites de cette espèce, 
auxquelles il a donné le nom ik’axes radicaux. 

Après avoir entretenu l’Académie des méthodes employées par 
M. Poncelet, nous allons présenter une indication sommaire des appli- 
cations qu’il en a faites. Son Mémoire est divisé en trois paragraphes : 
le premier est relatif aux cordes idéales des sections coniques, el 
renferme leur définition ainsi que leurs propriétés générales, déduites 
de considérations purement géométriques. L’auteur y rcmaiajue égale- 
ment que le point de concours des tangentes memh's à une section 
conique, par les extrémités d’une meme corde, ou ce qu'on appelle 
communément le pôle de cette corde est un point réel, lors meme que 
les tangentes deviennent imaginaires. Il montre la relation qui existe 
constamment entre ce pôle et le milieu de la corde, et s’en sert poiu- 
construire le pôle idéal correspondant à une corde idéale donnée. 

Dans le second paragraphe, M. Poncelet s’occupe des cordes idéales, 
considérées dans le cas particulier de la circonférence du cercle, el 
démontre plusieurs propositions relatives, soit aux cordes réelles ou 
idéales, soit aux pôles de ces mêmes cordes, soit aux centres de simili- 
tude et aux cordes communes de deux ou plusieurs cercles situés sur 
un meme plan. On pourrait déduire un grand nombre de ces propo- 
sitions des propriétés que possèdent deux points choisis sur une droite 
et sur son prolongement, de manière que leurs distances aux extrémités 
de la droite soient entre elles dans le môme rapport. Parmi ces pro- 
priétés, l’une des plus remarquables consiste en ce que la circonfé- 
rence décrite sur la droite comme diamètre coupe orthogonalement 

plus, et il faut alors prendre pour définition de l’axe radical la propriété môme ([ifon lui 
avait découverte dans le premier cas, ou toute autre équivalente. 

Au surplus, à considérer les choses sous un point de vue purement analytique, l’exis- 
tence d’un axe radical pour deux cercles résulte tout simplement de ce que la différence 



toutes celles qui passent par les deux points en question. On doit 
distinguer, dans le même paragraphe, une solution très élégante du 
problème dans lequel on demande de tracer un cercle tangent à trois 
autres. 

Dans le troisième paragraphe, l'auteur établit les principes de 
projection centrale ou perspective à l’aide desquels on peut étendre 
les théorèmes vérifiés pour le cas du cercle à des sections coniques 
quelconques. Par exemple, voulant démontrer que les propriétés pro- 
jectives du système de deux cercles, situés dans un même plan, 
subsistent pour le système de deux sections coniques, il a seulement 
à faire voir que le premier s^^stème peut être considéré, en général, 
comme la projection du second. Il recherche, à ce sujet, tous les 
points de l’espace susceptibles de projeter deux sections coniques 
suivant deux cercles, et prouve que tous ces points appartiennent à des 
circonférences décrites avec des rayons perpendiculaires sur les 
milieux des cordes idéales communes aux deux courbes données, et 
respectivement égaux aux moitiés de ces cordes. Au reste, on est 
conduit directement au même résultat par la solution du problème que 
nous avons traité plus haut. On pourrait même, en s’appuyant sur 
cette solution, déterminer tous les points de l’espace susceptibles de 
projeter deux courbes quelconques du second degré, suivant deux 
autres (*ourbes du môme degré, mais semblables entre elles, pour 
lesquelles le diamètre, parallèle au plan des deux premières courbes, 
formerait, avec son conjugué, un angle donné, et serait à ce môme 
conjugué dans un rapport donné. On trouverait que ces points sont 
situés sur des circonférences de cercles décrites par des rayons vecteurs 
qui, aboutissant aux milieux des cordes naturelles ou idéales communes 
aux deux courbes proposées, forment avec ces mêmes cordes l’angle 
donné, et sont à leurs moitiés dans le rapport donné. Plusieurs autres 
questions du même genre, traitées par l’auteur, dans ce troisième 
paragraphe, se résolvent d’après les mêmes principes. 

D’après le compte que nous venons de rendre du Mémoire de 
M. Poncelcl, on voit qu’il suppose dans son auteur un espritfamiliarisé 



avec les conceptions de la Géométrie et fécond en ressources, dans la 
recherche des propriétés des courbes, ainsi que dans la solution des 
problèmes qui s'y rapportent. 

Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire est digne de l'appro- 
bation de l’Académie; et nous proposerions de l’insérer dans le Recueil 
des Savants étrangers, si l’auteur ne le destinait à faire partie d’un 
Ouvrage qu’il se propose de publier sur cette matière. 

Signé : Poisson ; Arago ; Cauchy, rapporteur. 

L’Académie approuve le rapport et en adopte les conclusions. 

Certifié conforme à l’original : 

Le Secrétaire perpétuel, Chevalier des Ordres royaux 
de St~Michel et de la Légion d'honneur, 

Signé : Belambre. 




SUR LES INÏÉCtRALES DLEINIES, 

OU L’ON DONNE 

UNE EORMULE UtENÉRAUE DE LAQUELLE SE DÉDl'lSEN^r 


LES VALEURS 

DE l.Â PLUPART DES INTÉGRALES DÉFINIES 
DÉJÀ CONNUES 


ET CELLES D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES. 


J anales de Mathématiques^ Tome XVf, p. 97-108; 1825. 


J’ai montré, dans plusieurs Mémoires, dont rnn a été présenté à 
l’Institut le novembre i8i4, les avantages que pouvait offrir la consi- 
dération des intégrales définies smgulières , c’est-à-dire, prises entre 
des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées aux 
variables qu’elles renferment. On peut consulter à ce sujet l’analyse 
des travaux de l’Institut, pendant l’année i8i4. où se trouve imprimée 
une partie du rapport de M. Legendre, sur le Mémoire que j’avais pré- 
senté dans la môme année. On peut également consulter un article 
inséré dans le Bulletin de la Société Philomatique pour 1822 , le Résumé 
(les leçons que j’ai données à l’École Polyte(ihnique, le XIX" Cahier du 
Journal de cette École, les notes ajoutées au Mémoire sur la théorie 
des ondes, inséré dans le recueil des pièces couronnées par l’Institut, 



enfin un nouveau Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des 
limites imaginaires, et un extrait de ce Mémoire inséré dans \% Bulletin 
des Sciences, d’avril 1826. 

Parmi les formules générales que j’ai données dans ces Mémoires, 
l’iine des plus remarquables est celle qui fournit la valeur de l’intégrale 

j 

lorsque la fonction — i ) s’évanouit : i" pour a; = ±oo, que 

que soit r; 2" pour y = oc, quel que soit .r, et que d’ailleurs cette 
fonction conserve une valeur unique et déterminée, pour toutes les 
valeurs de x et de j renfu’inécs entre les limites 

X — ce , a; cjz - 1- CO , V O, y —co . 

Si, après avoir cliei’ché les racines réelles ou imaginaires do 
l’équation 



on désigne par 12;,, x.., .t,), . . . celles de ces racines dans lesquelles le 
coefficient dey — i est positif, (d par f, f.j, f,. ... les valeurs que 
reçoivent les produits 

£f(.ri+c), £f(,roH- ô), cf î), 

lorsque î sc réduit à zéro; alors en posant 

(2) + (^) 

on trouvera 

(3) j £(.-/:.■) déC = à (-). 

C’est ce que l’on démontre sans peine, à l’aide de la méthode que j’ai 
employée dans la d/p leçon du calcul infinitésimal. 

Si l’équation (r) avait plusieurs racines égales à xy, en désignant 


(>) /tâswjié, p. i35, formule (i3). 
(-) Réxunui, p. i3(), fomnilc (i4). 



par m. le nombre de ces racines, et par i on nombre infiniment petit, 
il faudrait supposer, dans la formule ( 2 ) non plus 


mais 


1 . 2 . 8 . . . ( — I ) 


b — S + î), 




(‘)- 


Enfin, si, dans la racine le coefficient de sj — i se l'éduisait à la 
limite des quantités positives décroissantes, c’est-à-dire, à zéro, ou, en 
d’autres termes, si la racine devenait réelle, le terme fi, correspon- 
dant à cette racine, devrait être réduit à moitié. Dans la même hypo- 
thèse, l’équation (3), fournirait, non plus la valeur générale d('. 
l’intégrale 

^ f(;.r)d.r, 


qui deviendrait indéteimiinée, mais sa valeur c’esl-à-dire, 

la limi(e vers laqindlc convergerait la somme 

^ ('(.î^O d.r -1- ^ (!./• 

tandis que s s’approcherait indéfiniment de zéro. Des l'cmarques 
semblables doivent être faites à l’égard de tontes les raciiuis do 
l’équation (i). 

Ajoutons que, dans le cas où l’équation ( 1 ) a des racines réelles, il 
est facile de transformer la valeur principale de l’intégrale 

qui compose le premier membre de la formule (3), en une intégrale 
dérinie, dans laquelle la fonction sous le signe J cesse de dev('nir infi- 
niment grande, jrnur des valeurs réelles de la variable x. 

Comme la formule (3) fournit les valeurs d’une multitude d’inté- 


(J ) .\[émoiro sur los iiUi';gra!os prises entre ries limilos imii"’iiiîiires. 


grales définies, il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration 
directe. La démonstration dont il s’agit sera l’objet de la première 
partie de ce Mémoire. Dans la seconde j’indiquerai les applications les 
plus remarquables de cette formule. 


PREMIÈIÎK PAIITIR. 


La formule (3) se déduit (rès facilement d’un Ibéorème que nous 
allons établir en peu de mots, 

Théorème. — Si l'on désigne par f(^) une fonction telle que l'expres- 
sion i(^x y \J — i) s'évanouisse : i‘‘ pour x=± 2 ^, quel que soit y; 
2 " pour y = cc, , quel que soit x, et demeure toujours finie et continue, 
entre les limites x=- — oc , ,r = + oo , y = o, y = oo ; et si, de plus, on 
nomme F, la limite vers laquelle converge le produit xî(^x), tandis que 
la valeur numérique de x devient infiniment grande: on aura 



Démonstration . — Pour établir ce tbéoi’ème, nous cbei'clierons, 
d’abord la valeur de l’intégrale 


(4) 


f l'(.x‘)d.'r. 

d- X 


Or, généralement, 


(3) 


(I f(x‘ H- jiV“ ‘ ) — - d. f(x' H- J y/— I ) 


(i V 


d.r 


Si l’on intègre les deux membres de l’équation précédente, par rapport 
à 07 et à y, entre les limites x — — A'', 07 = + A^ y = o, y= oo , on en 
tirera 


Cf. 


dfO 






dy 


dy d.r : 


''"■'X L 


d{Çx y \/ — 1 ) 


d.r 


d.xdj)'; 



puis, en ayant égard à la condition H-oo^ — i) = o 

(/,) r"" f(.^)cU- = -^/:r7 r'[f(x+.rv'=T)-f(-.r+r\/=T)]dr. 

X -^0 


Si maintenant on attribue à la quantité X une valeur très grande, on 
aura sensiblement 


(X + r v/— l) r(-T' + ,r y' — I ) r::: (— J +, 1 ' \ — I ) K ~~ -1 > ) — '' 

e(, par suite, 

’’ , F 

i'(— .1 -1- )• Y''— I = ^ j==. 

dy 


f (.r + y \l- I ) j==- 

^ ' A + V — I 

d’où 

( 5 ) / f'(,r) d^=r-~ F ^/— r / — — 

J — \ *.'(1 ( - t ■+■.}' V — ' 


1 - t' H- r \/— I r — r \/— t 

/ T? / 

— b v/— I / -tt:; ^ ~ CT b Y' — 1 • 

J„ .ï' + .r- 


Cette dernière équation deviendra rigoureuse, si l’on poseX = co, et 
se réduira dès lors à la formule (i). 

Observons toutefois que, si l’intégrale définie 

(6) £ f(.T)d.r 

est du nombre de celles dont les valeurs générales sont indéterminées, 
la formule (i) fournira seulement une valeur particulière de l’inté- 
grale (6); savoir, celle qui sert de limite à l’intégrale ( 2 ) et que nous 
avons nommée valeur principale. 

Corollaire L — Lorsque la quantité désignée par F s’évanouit, 
l’intégrale (6) n’admet qu’une seule valeur qui se réduit à zéro, en 
sorte qu’on a 

(7) J f(.a7)d.r — O. 

Ainsi, par exemple, si l’on prend 

— Q~u Gosoa^-hs/ — 1 Sinaæ e " 


I H- X- 


'm 


FORMULE GÉNÉRALE D’OU SE DÉDUISENT 


on trouvera 

Cos ait' - 4 - ^ ^ r'''^ do; 



I -1- ^ 

et, par suite 



Gosa.^' , 

1 •„ d.x ~ / — - cje " 

1 -1- or- J_ ^ H- 07- 

( 9 ) 

Sinao? - 

1 , d07::-0(M. 


Corollaire IL — Si Uoii désigne par £(07) et 9 (a;) deux fonctions qui 
considérées isolément, ne vérifient pas les conditions énoncées dans 1 
théorème, mais dont la différence 

r(.r) ~ 9 (.r) 

satisfasse aux conditions dont il s’agit; alors en représentant par 

I’’ el, <l' 

les limites vers lesquelles convergent les produits 

,vi{.T) et .roi.r), 

tandis que la valeur numérique de la variable x croit de plus en plus 
on aura évidemment 


/ [ 9(.r ) I (l.r Z-:: rrT(<I> — F) — 1 , 

— y. 

et, par suite, 

(lo) J f(ir)dic= J 9 (.r) d.r 4 - — F) \/‘ 


Les intégrales comprises dans cette dernière formule doivent ene.or 
être réduites à leurs valeurs principales. 

Si la quantité F s’évanouit, on aura simplement 


Corollaire IIL — Supposons que Texpression 

s’évanouisse : i” pour a; = ±00, quel que soitj; 2" poury — 00, quel 
que soit cc, mais devienne infinie pour un ou plusieurs systèmes de 
valeurs positives ou négatives de a;, et de valeurs milles ou positives 
dey. Alors, pour déterminer l’intégrale 



à l’aide de la formule (10) ou (ii), il suffira de trouver une fom^tion 
rationnelle de telle que la différence 

remplisse les conditions énoncées dans le théorème. En cherchant 
cette fonction rationnelle, et supposant de plus F = o, on se trouvera 
conduit à la formule ( 3 ). C’est ce que l’on reconnaît sans peine, en 
suivant la méthode que nous allons indiquer. 

Considérons d’abord le cas où l’expression (10) devient infinie pour 
.v = a et y = 6, b représentant une quantité positive ou nulle. Faisons, 
poui' abréger, <2 + 6^/ — iz=:Xi, et désignons par C la limite vers 
laquelle converge le produit (æ? — a;i )f(a7), tandis que le facteur a; — a.'i 
converge vers zéro la différence 

I' / ^ -v t| _ (a: ^‘\) i {00) il 

^ X — X — 

obtiendra, en général, une valeur finie pour x — \ et si, entre les 

racines de l’équation 


la racine x^ est la seule dans laquelle le coefficient de sj — 1 soit positif, 
cette différence remplira les conditions énoncées dans le théorème. 
On pourra donc prendre 


V('^) 


X\ 


hsf- 


(i3) 





Cela posé, on trouve : t" 

(14) = 

si b est nul 

(1 5 ) O (^•) d;r --- fl Lim^ ~ l'i Lim - / 

et, si b est positil 

1 o(æ) (Lr rz: Lim f 

J- ^ ' J- V — 


1 ,fyl' — 0i\- 

Æ ■+■ C 6 


(i6) 


fl 


X .V — a — b \j — 1 


i-C ^ ^ f ! — 

— fl/ 7 — — - - - — roli C— t- 


{x — a)“H- b- 

Par suite, l’équation ( lo) donnera si ^ est nul, 
(17) J f (d:;) àx — V 3 f) \J— I , 

et, si b est positif 

(t8) / i{x) àx ~ 'iTjs Uy — \ . 


Si b devenait négatif, on devrait prendre (p(a;) = o, et Ton aurai! 
en conséquence, 

(ig) 1 f (x) dj4- izz O. 

V JC 

Pour établir les formules (17) et (18), nous avons supposé que 1 
produit 

(20) {x — Xi)f(x) 

convergeait vers une limite finie fi, tandis que le facteur — u 
s'approchait indéfiniment de zéro. Supposons maintenant que 1 
produit (20) ait une limite infinie, et que, dans la suite 

(x — Xi)f(x), (x — Xi)~{(x), (x — x.j)^f(x), (x — ■x,)"^f(x), 


le terme 
(21) 


(X! — X, )'" f(x) 


soit le premier qui ait une limite finie. Alors, si Ton pose 




: ) H ^ ^ ('^1 ) H~ • • • “H 


{X ~ XiY^fix) =f(x) 
(x — Xi 


1 .'2 . . . {m — I ) 


_ a;i)"^^{x), 


la fonction conservera, en général, une valeur finie poura;=u;i, 
et remplira la condition énoncée dans le théorème. Comme on aura 
d'ailleurs 


“ i‘(^) 




/(^i) ^ 

I (x — .r,)"' ' I.'’, {x — 

_ (-^'i 1 

1.2 ... (m — 1 ) .r — .x-. 


il est clair qu’on pourra prendre 


{ 20 ) 




V i^') ' 




I ( .X — Xi I . 2 (x — Xi }"‘~- 

/("‘-'>(x) I 


-H- . . . -t- 


1.2 ... (rn — I ) X — Xx 
En adoptant cette valeur de <p(^‘)’ trouvera 




JV^{Xi) 


I . a . 3 . . . ( wi ~ I ) ’ 

i4) C( 


Ton suppose 


H) ./V 




1.2.3 ... {m — i ) 


Lim 


i . . 3 ... {m — I ) 


5ter, pourvu que 

d'" — 

I 


On trouvera encore, dans cette hypothèse, i" lorsque b étant nul, 
les expressions 

JVn-^\Xx), ... 

se réduiront toutes à zéro, 

(■iS) / cp(Æ;) d.-r = ü ; 


. 2 " lorsque, b étant nul, quelques-unes des mêmes expressions 



obtiendront des valeurs différentes de zéro 


{•.>.(}) J o(.y;) cIj:.' = ±;cc ; 

O" lorsque b sera positif 

('J,7) J o(.rj (l./,-=:ro/, r. 

Par suit(î, les formules (.17) et (18) subsisteront encore, si la raciiu! 
de l’équation (12) désignée par est une racine imaginaire, dans 
hniuelle le coefficient de y'' — i soit positif, ou une racine réelle ])our 
laquelle les expressions 

• • • 

s’évanouissent. 

Si, dans la racine le coefficient de sj — i était négatif, on retrou- 
verait la formule (19)- 

Si l’équation (12) admettait plusieurs racines 2*1, x.,, x-^, ... ; alors, 
pour obtenir une valeur de propre à remplir les conditions 

prescrites, il suffirait d’ajouter les valeurs de o{x) fournies par des 
équations semblables à la formule (i 3 ) ou ('>. 3 ), et correspondant aux 
diverses racines. En opérant ainsi, on se trouverait évidemment 
ramené à la formule ( 3 ). 

Dans la seconde partie, je développerai les nombreuses conséquences 
qui peuvent être déduites de la formule ( 3 ). 



HKCHEIICHE D’IJiN'E FORMULE (IILNÉRALE 
OUI FOURNIT LA VALEUR 
DE l.A PLUPART DES INTÉGRALES DÉFINIES 
CONNUES 

ET CELLE D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES. 


^‘/nndlcs fie M idkémutujues ^ ' 1 '. XVII, p. b!/*- 127; 


DEUXIÈME PARTIE f ). 

0 11 a vu, dans la première partie de ce Mémoire, qu’en désignanl 
par/(a 7 ) une l’onclioii lellc que + v'' — s’évanouisse : ]" pour 

u.‘ = Hzoo, quel que soit j; 9." pour r = co, quel que soit x, et que 
d’ailleurs cette fonction conserve uiu* valeur unique et détermiiuM', 
pour toutes les valeurs de a? et l' renfermées entre les limites x — — --c, 
X = + oc , r = O, y = + 00 , qui ne satisfont pas à Féquation 

I 

/(.r -+-y \/— - 1} 

si, après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de Téquation 

on désigne par x\, x.j, x^, . . . celles de ces racines dans lesquelles le 


(') Voyez la page 97 du précédeuL \üluiiie des Jmiales de Mat/iéniaiûjuei-. 


coefficient de J—i est positif, et par fi, f., ... les valeurs que 

reçoivent les produits 

eJ(.i\+i), c/(a;3+e), 

lorsque £ se réduit à zéro; alors, en posant 

{•>.) A — aro ( i'i -i- l’-H- f; + • • . ) v’ ^ 1 


on a 

(3) j f(.r)d.r = \, 

C’est cette formule qu’il s’agit présentement d'appliquer. 

Kappelons auparavant que, si l’équation (i) avait plusieurs racines 
égales à Xi; en désignant par m le nombre de ces racines, et par e un 
nombre infiniment petit, il faudrait supposer, dans la formule ( 2 ), non 
plus l'i = £ f{xi + s), mais 

' 1 .'i. 3. ..(/«— 1) cIe"' ' 


Enfin, si, dans la racine x^, le coefficient de y/ — j se réduisait à la 
limite des quantités positives décroissantes, c'est-à-dire, à zéro; ou, 
en d’autres termes, si la racine Xi devenait réelle, le terme fi corres- 
pondant à cette racine, devrait être réduit à moitié. 

Passons maintenant à l'application de ces formules. 

La formule (3) peut être, si l’on veut, remplacée par la suivante : 


^i) 


I 




d.i- 



et l’on voit que les formules (3) et (4) réduisent la détermination des 
intégrales qu’elles renferment à la recherche des racines de l'équa- 
tion (i) dans lesquelles le coefficient de \/ — i est positif. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait 

(5) /(^) = 

<P(m), x(^ 0’ • • • désignant des fonctions rationnelles des 

variables u, e, m, . . . , et u, e, m, . . . f(a7) représentant des fonctions 



de X qui restenl complôtemeul, déUu’iniiiées, dans le cas môme où, 
après avoir remplacé x par x-\-y<J — i, on attribue à x une valeur 
réelle quelconque, et à une valeur réelle positive. Concevons d'ail- 
leurs que la fonction f(a7) ne devienne jamais infinie pour aucune 
valeur finie, réelle ou imaginaire, de la variable x. Pour obtenir les 
racines de féquation (i), il faudra d’abord chercher celles des équa- 
tions 

(fi ~ u, ■— — - “ o. 

?(") 7.('è 

et comme, par hypothèse, les fonctions ^(w), 

rationnelles, il est clair que les premiers membres des équations (6) 
pourront être remplacés par des fonctions entières de ii, v, w, .... 

Supposons ces mômes équations résolues, et soit h. + k i une de 
leurs racines; on n’aura plus à résoudre que des équations de la forme 
(7) //. = h k \J— \ , (• = // H- />• 1^/— I, 


chacune d’elles fournira une seule racine, dont il sera facile de fixer la 
valeur, si l’on a pris pour u, c, w, . . . quelques-unes des fonctions 


I -+- cc s/~ 

1 — ce \J— 


!('• 


I 1 [/■ Sii 


-h (/• Gos 0 — æ) y — 1 


(’) l’our lixtn-, d’une manière précise, les valeurs des notalions employées dans le 
calcul, nous adopterons ici les conventions que nous avons admises dans le Cours d'/ïna- 
lyse algébrique et dans les précédents Mémoires. En vertu de cos conventions, la notation 



est toujours employée pour désigner le plus petit arc, abstraction faite du signe, dont la 
tangente soit égale à f ; et les notations 

( U \J— I K /f I ) 


(m désignant une quantité positive ou nulle, et |j. un exposant réel) pour représenter les 
expressions imaginaires 

(«2-1- p 2 y-i| Cos Arc(^Tangf ^ + \/— i Sin Arc^^Tang^^ | 

i 1 ( «2 ■4' «2 ) -+- i Arc ^Tang • 



r et s étant des quantités positives, et 0 un arc compris entre le: 
limites o et 

En effet, posons, pour abréger, 

(9) 9 = ù) = Arc( Tang^ j ; 

et Ton trouvera 


pour 


-4- .c v/— 


.r V 


; h k — 1 , 


2 P Goscü 4- (J — p") sJ — ] _ 

I 4- 2 P Sinw 4- p- ’ 

~x\J— — h 
.c — — e* Sin k 4- Cos k — r) \! — i 



(lO) 


6'^* Sin k — ( c'‘ Cos A — i ) 
pour 1 [ r Sin 0 4 - ( /‘ Cos 0 - - .y ) y/ — i ] =: A 4 - A' i , 

1 .r = — ( Sin k — r Cos 0 ) 4- ( e* Cos k — r Sin 0 ) \l 

et ainsi du reste. 


On peut encore considérer la notation 

dans laquelle À et p. désignent des quantités quelconques, comme représentant une fonc 
lion uniipie et eoraplètemont déterminée, toutes les fois que u reç’oit une valeur positive 
En oiïet, comme dans celle hypothèse, on aura généralement 

v/“ = 


on sera conduit naturellement à la formule 

,/=riÿ--’.^v'=T _ 


qui suffira pour fixer eomplèteinent le sons de l’expression imaginaire comprise dans so: 
premier membre. Si l’on suppose, en particulier, u — o, on trouvera pour des valeur 
positives de e, 






IJ. 1 f p) 


\J — I Sin À 4 :j- l(p 




TÎT 

A l{tO— 


et, pour des valeurs négatives de v, 

(p = I Ces [î K- .) ] - Sin [î ). - ,0(_ n)] } 


1(— - I-' 



Si, au contraire, ou prenait pour ii, c, o>, . . . quelques-unes des 
fonctions 

l SinfOu', ^ 

(il) ■ ■ _ 

I ■'), l(i - /Vf''-' ' .... 


a, b désignant des quantités quelconques, et /■ un nombre inférieur à 
runité; chacune des équations (7) aurait une infinité de racines. 
Ainsi, par exemple, en représmitant par n un nombre entier quel- 
coiKpie, on tronvorail 


( ‘ 2 : 


pour Sln b;r — o, 

O, .?■ z::-' ±1 

pour Cos^Ar =i o. 

.A ±: — r , ./■ 

'ih 


■). fil 

T 


5 .r -VJ. 


n fil 


T7/ 


pour f.'^''’‘rr h -i- k — t , 

./• “j; f l(p) -r- ] \ ^ a/fW \/-~ I 

pour /i k \/ — I , 


( /i 4- 1 ) ro 
''‘.h 


(' ); 


51 


\j — I l ( P ) ±; 2 /i 5 J 


pour e 


Up) -t- (7 ~ V^- I 2/inj ^ — I 


a b \J - I 


pour l( 1 ")- /' ) JJ. I , 


2 «üT \ — 1 , e — I 

"TT' ■ ~r~ 


et ainsi du reste. 

Alors la somme désignée pur A se composerait, en général, d'une 
infinité de termes; et par conséquent f intégrale (4) se trouverait 
représentée par la somme d'une série infinie. Mais il arrivera, dans 
plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la série devront être 


(>) Voyez le Cours (L'Analyse algébrique^ chap. IX, ( 12 ) ol ( 22 ). 
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rejetés, parce qu'ils appartiendront à des racines dans lesquelles le 
coeffîcient de sJ — i sera négatif, ou que la plupart des termes seront, 
deux à deux, égaux et de signes contraires, ou enfin que la somme de 
la série pourra être facilement déterminée, par la méthode que nous 
avons indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les intégrales 
prises entre des limites imaginaires . Il en résultera souvent que les 
équations (3) et (4) fourniront, en termes finis, les valeurs des inté- 
grales qu'elles renferment. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on 
prend 


/(./:) = o(.r) 


Cos bx ’ 


désignant une fonction rationnelle et paire de la variable x. 

En ayant égard aux diverses remarques que l'on vient de faire, on 
déduira des équations (3) et (4) une multitude de formules générales, 
propres à la détermination des intégrales définies. Je me contenterai 
d'en citer ici quelques-unes. 

En désignant par r une quantité positive, et par m un nombre entier, 
on établira sans difficulté les formules générales 


( i3j 
ti'i) 
( 1 5 I 


.1^ ^ r 

J. n'-i ■' 




i 


(iii) / 

n 

c?) / 

•' O 

irS) f 


*> 

”f~ 


.f) xdx 

y/ — I 

X- -h r~ ~ 


X ) /• cl.î:' 

9. 

x - — r- 


j;) .rd./' 

0. \/_ , 

,r- - r- ~ ' 


X ) r- d.r 

n — 1 

J’ ( x~ -|~ r~ ) 


î/C/V-'K 

?[/('■) r) I V'— 1 . 

7 [/('■)+/(- r)|. 


( 21 ) 


/(^•) 


d.C rr O, 


•A-:^ (/■— l) 


2 OT V ■■- ‘ ) 


(m) d/’' 


( ' I. 


Si Ton suppose f(x)= - _= = ; on trouvera 


l(/’ — .2.-\/— l) 

r'” f(^-) 

i... l(,--,rv/-i) 

l'ir; 


(■ 2.3 ) 


{{.V) 


1 ( /' — . 2 ; — 0 


(l.r — — 'mlX I -- r \ i ) pour 


(l.r* :::r: — 7Trf(u) pour /• .iJZ i ; 


d./* pour /• > I . 


/■ <, i ; 


Puis, eu réduisant la constante r à zéro, on tirera de la première de 
ces trois formules 


( 24 ) 


P ) d.r =zr - O. Gîf ( ^/~). 


Si, dans l’équation (21), on remplace le nombre entier ?/i par Un 
nombre quelconque a, on trouvera toujours 


( 2 Ùj 





d.r — 


t). 


Soit maintenant o(a;) une fonction rationnelle de la variable jj, et 
concevons qu’après avoir calculé les diverses racines de Téqua- 
tion — O, on représente par //, 4 -/-^/ — i rune quelconque de 

celles dans lesquelles le coefficient de y/ — i est positif. Soientde plusm 
le nombre des racines égales à h-{- /:s ^/ — 1 , s une quantité infiniment 
petite, et //„, A', deux quantités réelb's. déterminées par la formule 


(26) 


//.H- AT,, s/- 




.2.3. 


ds" 


(') L(i r o.sl celui de M. Lo}j;cndrc, do .sorte, (pie !'(/») = i .-./..S ...(/»— i ). C’(\sl 
le(m — i)! de M. Kramp. (J. O. G.). 


lOKULiLli; UtiNhHALK J 


:h>() 


qui deviendra simplement 

( 9.r I II H- K. \j — I r:::: £Cp (//, -1- k sj — I -f- £ ^, 

si une s(!ule racine est égale à h H- k sj — i , 

Soit enlîn f(a7)une fonction (elle que l’équation =o n’admette 

point de racines dans lesquelles le coefficient de y/ — i soit positif; du 
moins qui ne produise dans la valeur de A que des termes dont la 
somme se réduise à zéro; on firei'a de la formule ('^) 

(‘■>.8) j Cf) (;r ) d./' 




( i)ï(h H- k \J~ i) + , . . 




+ 


//, V 


^ /j- ^ — I ) 


I . . 3 . . . f /// — I ) 


•4- . . 


les expressions K — II ^ — i , A'i — — i , ... devant être réduites à 

moitié, quand la quantité k devient nulle. 

Ainsi, par exemple, a, b, r, s désignant toujours des quantités posi- 
tives, 0 un arc compris entre les limites o et tu, h~\-k ^ — i une des 
racines inégales de l’équation enlin to, p les quantités que 

renferment les seconds membres des formules (9), on trouvera 

{ '.CÇ) ) ^ ( — .r y,/— I Cf) (d; ; c/.r 

— ac 

— '>.tü[(A' — // y/-~ i )(/• - h y/ I ■ ' - I- . . . ], 

^ -f*y> 

( 3 f> ) / cp { .X' ) dæ 

— — '.i rcr [(a — II \l — I ) r. Cos bh -f- \/ — i Sin 6// ) -f . . . ], 
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(3cî) y* \(ï — r\T\l—i)(<^{x)da; 


9 .rj,[{K-- //v/= 7 ) 1( r + Ar - //;• v^^T) 


.. t » 

(33) I ij^rSiiiG ^-(/•CosG — - i \o(^a.!) cl.i: 


-- ’XVS 


I ( A // y/ — r) /-SiiiO — {h — /’CosO) \J — i | -4- . . . ] ^ 


( 34 ) y (,’ - V'^- I Y ' 9 (.r j f/.v 

— 'Xrts\ K H \yir 7 )(^ . J, I ' 

(Cos/;/i -f- \/37 Si/7 bh^ -\- . . . }, 

( 35 ) ^ (— 4 ^-V-O 


9(0;) d.i: 


1(1 — rx V^— O 

- 2n j ( A _ H^,)(k - k v/—-)» 

' I(l 


+ 


I (^i 4- At — hr \l — I ) 
( 36 ) j { X sJ — I )“ ' 1 1 4- -- y — I j O (,T) fia- 

— - Mcrj (A— // h y'TV)"--' \f I , 


w j (a - // v^~)(A- ■ // v'~ )"/> w(Cos6/i 4- V''~ Sin A//) 


X if I 4- 

V n 


/ 1(1 + Ar~ t ) 


( 3 IS ) j '' ‘ cp ( ^' ) (1^^ 


ri w I (a — // „ f ) (,‘K- '■'■t:„sbk 

[Go.s ( ae-^'^ Sin h/i ) 4- \' - i Sin f ne Sin b h ) ] 4 . . . |, 


( 3 i)j f' ( - ‘9(.r.)^r 


'.m{(A--//^-i)(;/.---//v- O'"' 

!"'■ Sin hh \ -t- i''- - f Sin Sin A/> i 1 _i. 


( 4 ï) 


— !ïCT { {K — Il — ï ) ^ [ I re-‘‘^ (^Cosbh y/— i Sin 6/i) J + , . . j, 

J Qax\‘—\ 1 ^ (p ^ . 


et ainsi des autres. 

Enfin, si fon suppose aC^b, on trouvera, en prenant pour x une 
fonction rationnelle et paire de la variable x. 


(42) 


(43) 



Cos csa: 
Cosôa; 


cp(a:) dæ 


Coscf/i — \/ — I (e“* — Sin «/s 
(eW- e-M) Cos/:/2 — v'^ 



Sinaa; 

Sinècc 


cp(a:) da- 


xs}^(^K — II \J — \ ) 

(<?'** — e~“^) Cosa/< — y/ — i e~“‘'-) SiiH//s 
^ (éW_ 6'-*^-) Cos bh — v/^ Sinè/i 


+ . . 


et, en prenant pour 0(0?) une fonction rationnelle, mais impaire de la 
variable x, 


rr — 2 CJ I (^K — II \/— 1 ) 

(e"* -f- Cos^^/i — v' — 1 — e Sina/^ 

^ (fii* + C.-W-) Sini// “ "') 


(4ô) 


f 


^ ^ Sintt.r 
Cos bx 


cp(Æ;) d.r 


r::-- - - 2 W j (/C - // v/- I ) 

(e"X_(_ e '"*) Sinci/j + y/ — i {e ^'' — <> '‘'')CQS,a/i 
(^ehk c i>k^ Cos/j/? -- — T ~ f Sin/:/j 


Comme crailleurs ces quatre dernières intégrales s’évanouissent 
évidemment, savoir : les deux premières lorsque deviendra une 
fonction impaire, et les deux dernières lorsque 0(37) deviendra une 
fonction paire; on peut en conclure que les valeurs de ces quatre inté- 
grales seront coniuies pour des valeurs quelconques de la fonction 
rationnelle désignée par o(œ'). 

Chacune des formules que nous venions d’établir se décompose en 
deux équations réelles, lorsqu’on égale séparément à zéro et les parties 
réelles des deux membres et les parties multipliées par ^ — i. En 
opérant ainsi, et prenant pour 9(^7) une fonction réelle, on obtiendra 
une multitude de formules, dont qiu^lques-unes sont déjà connues, et 
parmi lesquelles je citerai seulement les suivantes : 


np)) i .r“' 

•■Il 


‘ cp (.?•) (J.r 


Sln a 


ru ( 


// Cos (1 — a) c.) 
— K Sin ( i — ri) I 4- 



f.)-) j Cofib.r o( .V) d.v — - '>.w: ]( K Co^b/i /J -i- . . . i , 

( 48 ) I Sin/A/- cp(,/') — '.m — • // Cosbh) , 

(49) f \(r~ ■ ‘A r.T ("os 0 -1- ;v - ) 9 ( .r ) d.r 


rzr - 0 , 7T7 1 A' 1 [ r’ • - î>. O r Sin ( ',) — 0 ) -i- p - 1 


■>. // Aro Tan g 


P Sin 6) — r Cos 0 
P ("osr,) -I- r Sin 0 


(no) J Arc Tang • cp (.r ) J.r 

~ îiT I // 1 [ /■- ■ P r Sin ( r,) — 0 ) -i- p- ] 

p Siu'.) — r Cos 0 
1 K Ave 1 ang = j,Cos,, + .Si.,e 



(;n) 


I A rc Ta n g = ~ ‘ 


--- ? 3 J ) // 1 ( 1 + '.IS Cos 6) H-- S-) — i>. A Arc 'rang 


,? Sin r,) 

H- s (’oso) 


H- . . . , 5 


( .)‘J. ) 


J' o( a - } A rc Co t ./.■ dt' 


\ ,,,, 2 Cos Q 1 , , - . . P -t- Cos OJ 

’ //I I -I h - 2 A Arc (.01 ! — -T. 1- . . 

I \ û 0- / hinc,) 




J Cos(û Sinù.r) Q(.f ] (l.f 

,jtif /j/i I .j_ //Sin(// c ^‘^Sind/j) ]h- . 


rrr CT C" 


( :> '| ) I (‘" Sin ( a Sin bx) (.r ) d,/' 

z:.- '}. 7 n [ /./;!■ //Cosf/'z (‘ ^'^SÀnbli ) -•• A Sin(c/ Sin />>//. ) ) ~h ■ 


.•i » «C 

( 55 ) I 1 ( I -+- 2 /• Cos?;.r 4- r- ) cp (.r ) d.c 


2 tîï j A' 1 ( ï -4- 2 r (‘ Cos b h h- r- i 

rSin^A 

+ ■. //Arc Tans. 


(36) y 


/‘SinA-j; , 

Arc i ang — ; — o (.r ) d.r 

r -4- /’ CosAr ' 


w I // 1 ( I -f- 2 /’ f? Cos b h /•- 


•>. A Arc Tang : 


Sin bh 


/. CosA// 


-f~ . . 


On ti‘üUV(n‘a (nicorc,, on pronani pour o(œ') nno Ibnolion pair(‘ (1(^ I 
variable iV, 

(.57 ) / 'Sin[~ - 6.2.0 cp(.2.‘) cl.r 

~r — - îTT > p"”' c K Co.s (c.) — «.(■) 4- 66) 4 - II Sin (oi — « a) i- 66) ) + . . . i 


Il est, facile de reconnaître les différentiations que doivent subir le 
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus, dans le cas 01 

réqualion = o a des racines égales. Si fon différentie ces mémo 


formules pur rapport, aux quanti Lés <t, b, r, ... on obtiendra de 
nouveaux résultats, que Ton pourrait déduire directement de la 
formub^ (3). Ainsi, par exemple, si l’on différentie n fois par rapport 
à la quantité a, l'équation (.jb), on en déduira la valeur de l’intégrale 

( 58 ) J ' O 1 (.r) )« d ./• 

à laquelb' on parviendrait aussi, en j)osant successivement, dans 
réquation (3) 

f{.v) ~ ( -- .i- v'— I )'‘ ‘ 1 — ut V — O c? (-c;, 

/{.v) = (- ^ [l(- .t- cp(.r), 


On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes de remarque, en 
intégrant quelques formules par rapport aux constantes a, b. r, .... 

Il importe d’observer que les formules (29), (34), (35), (36) et (36) 
subsistent, dans le cas nn'irn' où l’on remplace l’exposant réel a par 
une constante imaginaire X-h p. y/ — i . En opérant ainsi, prenant pour 
9(a>') une fonction réelle et posant successivement 

-4- /J. I , (f — IJL \/ — I , 

011 établira de nouvelles équations que l’on pourrait combiner entre 
elles, et l’on reconnaîtra facilement, par ce moyen, que les formules 
(46), (07), • . • s’étendent à des valeurs réelles ou imaginaires quel- 
(•onques de la constante (t. Si l’on décompose ensuite chaque équation 
imaginaire en deux équations réelles, on obtiendra les valeurs d’un 
grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je citerai celles 
qui suivent 

(5()) f Cos( uA{ut) I cp(.^') d./-, / Sin[p.l(.r)j "-(.i.') d.r; 

• A) ’Ai 

/ “ { ■ } , 1 ÜEI Xt 1 i 

I e - Sin — ùa: — p. 1 (.■/;) 4 - c - Sin — -i - y. 1 {o)) | cp (.c) d.r ; 

( 61 ) / le' Cos ~ — bev — y. 1 (ic) — c - Cos ~ — bæ -l- [J. 1 (a;) > cp (.r) àx ; 



On déterminera les deux premières, quelle (jue soit la Iraction ration- 
nelle désignée par deux dernières, toutes les Ibis que 

eette fraction deviendra une fonction paire de la variable œ. 

Aux formules générales ci-dessus établies, on pourrait en joindre 
un grand nombre d’autres, dans lesquelles entreraient des fonctions 
o(u), >^(e), • • • des variables 


I -1- -v J — 1 

U = ■■■ - 1 

T — X — 1 


1 ( /• — ./■ -- I ) , 




Ainsi, par exemple, /i-\~k\J — } désignanf toujoui's une des racines 
inégales de^^~^î et l’expression — i étant (léterminée par la 

formule (^7), on tirera de l’équation (3) 




ro ^ cp ( ü ) -e 


// -f- J ) 

A /c -f- 1 j 


(63) 

~ i ^ -I- ? ^ \/~ 

CTCp[i(/’)] — UOT/'I (// -f- K \f— l) 

Cos/i' -1- \/ — I Sin A 


/• 

X- H- /•- 


/•- — c-^' ( Cos /f -f- \/ — I Sin k 


c" -1- . . . 


Il résulte d’ailleurs des équations (10) qu’après avoir cherché les 

racines de =0, on devra seulement admettre, clans les formules 

(62), celles des racines dont le module sera inférieur à l’unité, et, 
dans la formule (63), celles qui fourniront des valeurs positives ou 
nulles de CoSiï:. Ajoutons que les quantités //et /T devront être réduites 
à moitié, dans la formule (62), quand le module de /z H- k y/— i', c’est- 

à-dire, y/A'-f- k? deviendra égal à l’unité, et dans la formule (63), 
quand on aura Cos/= o. 



On déterminera avec la même facilité les valeurs des intégrales 


(64) 

( 65 ) 

(66j 




r àx 


H- 


£‘( - /=7>-. <p[l( - 


et ainsi du reste. 

On trouverait, par exemple. 


(67) 


c 


K-aV-i) 

On trouverait, de même, 

/-* ' . 

(68) j { — X \J— 1 )'^-^ 


c?(^-) 77 — X =— ?(v^— 0 + .- 7 : — 


l (/i — h i) 


(la- 




icp(\/— 0- 7.CT 




On aurait, par suite, en prenant pour f(cc) une fonction paire de 




1 ( Â- — h \J— i ) 


/ y: ^-z***. 

-c«-'(p(.-i-) 


MOT,, ^ Tï „ ans 

bm — lio--) Gos — 

" 2 2 






et, en prenant pour (p(a7) une fontion impaire de w. 




(7O 


(72) 


f y(^) /^v2 da; = |cp(v/-i) + 

( - 1 -t-[l(a;)]- ( 


K 


l(/r — A i) 


-(-. . . W-i, 


op 

x^^-' cp (x) 

n 


7r„. ans „ «CJ,, , 

-bm h Cos — 1(0?) 

2 ? 3 


da.’ 


-t-[l(^)] 

n^cp(v/77) + ra| 





i. ni. Cil 1. Jk Wi li*. V/U vi* 4.wkj A w * ifc* n v^A 

(léduisont, des équations ('a) et (3); ou pourrait ensuite translormer 
les intégrales définies contenues dans ces tbrmulcs, de manière à 
obtenir d’autres intégrales, prises entre des limites difierentes; ce qui 
sera particulièrement utile, toutes les fois que les fonctions sous le 

signe I deviendront iufinimewt grandes, pour certaines valeurs de la 

variable. 

Ainsi, par exemple, on tirera de la formule (i6) 


(7'^) 




-4- l‘( — .rj —f( - 


. t’ / ( . r*’ — r- 




Il sera pareillement facile de s’assurer que l’iiitégrale (58) est équiva- 
lente à l’expression 

" ' 1 / 1 \ / I \ J d.'J'- 

j4/'9(.r)4 ( 'i"{ j • 



Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs numé- 
riques des constantes a, b, r, s, ... ne seront pas toujours entièrement 
arbitraires; et que cc-s constantes devront être comprises entre 
certaines limites si, en les étendant au-delà de ces limites, on rend 
infinies les valeurs des intégrales qui les renferment. Ainsi, en dési- 
gnant par <p(a;) une fraction rationnelle dans laquelle le degré du 
dénominateur surpasse de m unités celui du numérateur, on recon- 
naîtra sans peine que, dans la formule (58), la constante positive a 
doit être inférieure au nombre entier m. 

Si maintenant on attribue aux fonctions f{x), f(;x;), ^(cc), • . - , ou 
bien aux constantes a, b, r, s, ... des valeurs particulières, on déduira 
des formules générales que nous avons construites la plupart des inté- 
grales définies connues, et une infinité d’autres nouvelles. Je me 
contenterai de présenter ici quelques-uns des résultats les plus 


simples. 

(7^^) 

( 76 ) 

(77) 

( 7 ^) 

(79) 


r- 

*j 0 

X'- 


2 ) .K^ 4- /•’- 


— ■ ^.(ï- I ç—hr • 




= ’"'■“ 'Cosf‘ 

\ ‘J. / /•- 4- x- 2 \ 2 


/2r 


æ:"~' do; TiT r” d,r 

! Sin«cj \ + x 


— CT OoL^^CJ J 


, -X^a 

.7'“ d.r CT am 

— z=. lan;^ ; 

t 2 2 


r ' ./'^d-r _ r ^ X 

} X- — I J 1 

Il n x‘ 

JL 

Ç'^ ^ CT/’" 

/ .r- 4- ’.i rx Cos Ü H- /•- Sin « 


CT/’" ■ ' Sinc/.O 
Sin«CT SinO 


‘ J X- -h 2 X Cos 0 4- t 


ST ['ei/-c^+^)..).. t; ii-iCT+())j Cos À {CT — 0) — [et^'-c-ü)-^ [j-iro—Ol j Cos 7. (cT -1-0) 

Sia 0 e-\h^ — 2 Cos ( 2 7cj) 4 - 


CT — e-iJ-(^+t*)JSin X (cr -t- 0) — [ jSin 7 (cr — 0) 

2 Cos ( 2 7 ct) 4- e~-^^ 


(83) 


Sin 0 


(8'^) I '^[l (,.)]'■ d.- 


X 




, 1 / 1 fl'-c t: 

[ 1 


d" Secf - r/,cT^ 




tX' 4 — " 

X 


X 2 


d//," 




-i: 




11 / V , Ut/. /{. 

ll(x))"-^=- 


d"Tang( - ocr 


dtt" 


(« 4 ) 

( 85 ) 


i 

l 


-■« I 


— ^,i> \ 


4 - f ITang— _lTang^ 


\{x) X - — I 


— { 1 Sin — _ 1 Sin ” 

‘.î 2 


Œuvres de C. — S. II, L. IL 
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/■ d^’ ÎT . r '' r,- , >'£'■ do-' Tï" 


( 86 ) 

c«7) r 

•^u 

( 88 ) f^' 


X 


Cos 6 :t' 


I 

— /> /'/ 


Sin bu; 


JC- -r- r- 


Cos bjc [ - " Sin b/\ 

:V- — ‘U. 


f 

*^ü 


A/* . 


Sin b JC 


a;- H- /•■- 
j; do; 


X - — r- ‘2 


— --Cos^r 


Cos bx ., = 2 f 


.. b, 




Sin - a; H 1 Sin -( x 

•>. V X 




r binbx , rs 
I au; - — 5 


./■ 


X j X- -— J 

^\\)bx /■- d.r ro 


— f- 


( I -- r 


,, i VL ( I / ■ 

(cjci) I 1(æ-— '■?/■,/• CosO -H r-) ^ rr:TOl(I -l- '>■ /' Siu Ü [- /■-)] 


1, 


' /AJosO — .r (i./- 
Arc ian'i rr: 


/•SinO 1 


CT Arc Ta 11 g- 


Oü.s 0 


SinÜ ’ 


(9'A 


( 1 ) 3 ) 



CT 1 ( I -h -- 1 5 
/■ 


./■ d./' CT 
z= -\ \ 1-1- 


t: J X- -h r- 


z= — CT xVrc Tan g : 


rA,oTa„g(A 4 ^ = - 7 l 

/ J - f'' ~ /■' a 

</ (1 \ / ' 


I -I- 


(91) 


X dx 


J ( Ave ColÆ)'(:/a; / AvcTang :.:.zCTl('.’.)j 

U *^0 X X i 


(95) 


I 


J a.’ArcTang— — — ArcTang.^.' , 

OL «.iv Cl uiv Ct.) I y y 

; 


X 

X 


(96) jf 


(97) 

(98) 


^ ( — x\l — i)"~‘ 1 J _j_ ^ (/ — 1 ^ — 




Ç ( — — J V -1 Qbxv ~ 1 } f 


I ~h 


X\J — I 
dx 


o; 


Sin 6 



I 


(w) 


£ 

£ 


fju.cy— 1 (jOx'V— 1 




X — J 

i(/' — X \! — l) 

[e'/Hl-rj. 

1 — 

— pour 

\ f,lix\/ - 1 

dx 


lü — \/-~ 1 

(>'>x£ ■ \ __ f,hx\ - 1 

d.^■ 




(lOü) 


J JJ (\/—i )“- ' 1 




O pour /• >' I 


d.^ 


— 'icj(i — /•)" I e '•) I pour /• < I ; 

TT 

-H oc — ( Cos ax' — Gos ) h- ( Siu ax- Si n hx ) 1 ( ) , 

(ICI) / 

[-) +11 (■'■)? 

(rü2) f"- — i:5 -= 

(/■ — X I )" J . (/• — X\J— l)" {s — X \l ~ 

1 . 

c." ( a Si n bx ) — — -^ ( e“ — i ) ; 

J Cos (« Siti .1, ~ “ e"'' ■’''' (G ; 

j qu »s s i II ( ^ Si u Z> a; ) ., = ^ i) ; 


(io3) 

(io/|) 

(io5) 


(') Ces deux premières formules doivent être déduites, non de la formule 
^ y ( ,i’) dÆ = 2 CT y — I ( fl ■+" fï ■+■ fa "+* • • • ) » 

mais de la formule 

Ç /(j;) d.f = 2 TU y — I ( fi -f- f™ -H- f:i H- . . . ) — tu F ^ — i ; 

F désignant la valeur que reçoit (.r-i-jt/ — ï)/('''^ ■£-ï 'f^), = 00 , 

première partie du Mémoire.) 


•«— iH'); 



{Foyez la 




Los quatre dornièi'cs formulos sin)[)OS(5iil (iC^h. 

Dans le (ableaii qui précède, on reconnaît laciloüient plusieurs 
formules établies à l’aide de. méthodes divers(?.s, par Euler (‘t d’autres 
géomètres, et particulièrement par MM. Laplacc', Legendia'. et Poisson, 
et par M, Bidone, géomètre italien. C’est à ce dernier que sont dues 
les équations (S^), les forniiih’s (76), (76), et plusieurs autres sont 
entièrement nouvelles, ou extraites de quelques-uns des Mémoires 
que j’ai publiés sur les intégrales définies. 

En désignant, avec M. Legendre, par r(c/) l’intégrale 



et, en suivant la méthode que j’ai indiquée dans le Mémoire sur les 
intégrales prise entre les limites imaginaires in- .j'’, Dehure, iBab), 



on établit facilement les deux équations 




( I lo) 


/• ' 

J . (/• H .r V 


i)" ri^c) 


l/' ^ r 


J ^ +- \/ — t )" (,v — ,r I )'' 


mt /• -f-- .V )' 


r ( d i- h — i] 
Tl d] Tl h ) 


De ces deimièia's, combinées avec la formules ( on tire immédia- 
tement 


— .rV — i) " i- (/• -! .r^ -- i) ^ / , 

I .î C.()s/;,r(i. 


(i II ) 


■>.V(d 




I 


( /• l) "— (/• r./•\/--l) . , TS ,, , , 

-trrr- Slll/yl.r clz' “ b" -' C \ 

■>■^1 .. , 'i 1(^0 ’ 


et aussi 


(II9) 


(/• — ./■ I V'"-h (/' H- .t- \l — I )- 


X 


(s — .v \J— [)■ T)- 


cl, 




r = -- (/• H- s) 


r(./)r(» ' 


I 


''' (/' — ./■ \l — I ) " — (/• + .r \ - • I ) " 


• \ I 


I ..y — + 


J’ai donné b's formules (m) au commencement de i8r5, dans un 
Mémoire où elles étaient appliquées à la coimrsion des différences 
finies (les puissances en intégrales définies, et pour lesquelles 
MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nommés commissaires. On 
lient, an reste, opérer cetle conversion, en s’appuyant sur la premièri' 
des formules (i ioL ou sur une autre formule qui s’accorde avec elle, 
et qui a été donnée par M. Laplace. 

Enfin on tire des (brinules en faisant 7' = i , puis écrivant x: au 
lieu de h. 


( 1 1 3 ) Cos 



, . . d./- 

Siin z. v 

.r- - 1 


U 


Cos z:r 


d.v 

I - ,r- 


î . 


.Sin 3 



Ces dernières fournissent le moyen de remplacer le cosinus d’un arc 
positif j:;, par le sinus d’un arc variable, proportionnel à et le sinus 
dn premier arc par le cosinus du second. Cette propriété des 
formules f i id) peut être utile dans la solution de quelques problèmes. 
C’est ciïeciivcment à l'aide des formules dont il s’agit que j’étais d’abord, 
parvenu, en i 8 i 5 , à résoudre la question de la propagation des ondes, 
ainsi qu’on peut le voir dans la Note XVTÏÏ, placée à la sui(e du 
Mémoire déjà cité. 

Si, dans l’intégrale (74), on pose» a; = elle pi’cndra la foinne 

(ii/i) f [e"C cp(6V') -h ( — iy‘ fr- "/’ dp. 

^ 0 

Par conséquent., les méthodes ci-dessus exposées fourniront la valeur 
(le l’intégrale (ii4)i qui ne diffère pas de la suivante : 


j)'> e"i> (S)[e>') dp. 


Si l’on applique la même transformation aux intégrales (78), (80), 
(81), (82), ( 83 ), (88), (qS), ... ; puis que l’on écrive æ au lieu de p, 
on trouvera 


(u 5 ) 




a - — e ursi 

— ; d.r = — J auji- — 5 

e ' — e~'- ‘A ^ A 


('> 




GT [er-(7:+0)_|_g-ij,(CT+0)i Cos/(g 7— 0)— ■[cr-<^-U))+e-lJ.(ci-0)j Cos?i(gt-i-0) 

Si né (Aiu.Tn __ Cos('.>,A7ît) -f- 


(fT 7 ) 


^'a.c — c 


^ !^<~+^a]SiaA(GT-r-Q)— 0)._^.-atCT..-0| sin7.(OT-hO') 

Sin 0 — O, Cio.s ( A /ttt ) -h 


„ r ■ r"-'- i)'‘ 

1 1 S ) / ^ ^ d.r- Z- 




d"Secf--^, 


A da'‘ 


(,,9) 


,,, rp am 

d" t anp- , 


i drr'' 



LKS \ \i;ki;RS 1)1-: ino.m inn-:(:sKS tnthoiulks dkfiniks. :n;’) 

( 1 30 ) f Si n - ( e-'- -+• e ' •'') Sin - ( n ) — — — — -h- ^ Sin 

(,3i) r ^ ^ a,. ; 1 ( 3 ) ; 

«y n a P . I 

et ainsi du reste. 

On pourrait, au surplus, déduire directement la plupart des équa- 
tions précédentes de la formule (4), combinée avec celles qui résultent 
de la méthode indiquée dans le paragraphe Id du Mémoire sur les inté- 
grales définies, prises entre les limites imaginaires . 

Si l'on pose, dans la formule (6‘->.), ,T = Tang ^ p, on lrouv(u*a 


( 133 ) 


/ (û(fVM -i) 3rü- Ÿ(n) 

•«y rr ( 




OU, ce qui revient au mém<‘, 


(.3;t) 




-- / [<p {ee\' i) O -/n - 1) | dy; 




Cp((>) -I- 


//+ K^Z-i 
Il H- k \/ — t 


L’équation (1 coïncide av('c ruiu^ d('s formules générah^s que j’ai 
données dans le XIX" Lahier du Journal de VÉcole Polytechnique. 
De plus, si, dans Téquation (i-^d), on fait siiccessivcuuent 


(P ( // ) 


i‘(^0 

l — /7/ 


9 


V('0 = 


f(^0 . 
_ r’ 

K 


/•désignant une constante positiv(^ et f(n) une fonction qui conserve 
une valeur Unie pour toutes les valeurs de //, réelles ou imaginaires, 
dont le module est inférieur à l’unité ; on trouvera, pour r<^ t , 



pour /’ = I , 


(' ï ) 


> cl/) = Trî[/(o)- -/([)], 


i„.. cVM-i 

j i ( f'(r , f(cWM--T)) 


I 


P/ < \ . 


et enfin, pour r'^ i 




FT 



I — reP'' ~^ 1 — j 

^ 1 ^ f((>--/M’^) j 

^ I I — /• e VM' - ^ 1 — /• f>-7' ' ~ ' j 


r//> =: 57 


./ï<^) 


r/y;) :r= o. 



Lorsque, dans les équations (iii 4 )'j suppose 7- = ü, elles se 
réduisent à 


(‘■C) 


^ l\ 


ro/(o). 


Si, dans celle-ci, on remplace f(u;) par î(^b-\-x), et les limites o, e 
par — cj, -f- gî, on conclura 

(laS) / - ({h -\-ei‘^'- ')dp=i-u3f{b). 


De même, si après avoir différentié n fois, par rapport à la quantité r, 
la seconde des équations (124), on y remplace f(:i7) par î{h), on en 
tirera, en posant?'— o, 

(ni9) / ,, + ^ ~Âb^' 

«y 777 


Ces diverses formules, que j’ai données dans le Bulletin de la Société 
Philomatique, s’accordent avec d’autres formul(',s du môme genre, 
obtenues par MM. Perscval, Libri etPoisson. Il est facile de les étendre 
à des valeurs négatives, ou même à des valeurs imaginaires des cons- 
tantes r et b. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra sans peine que les 
équations (124) subsistent pour toutes les valeurs de r, réelles ou ima- 
ginaires, dont le module est inferieur à l’unité. La seconde de ces 
équations, présentée sous la forme 


(i3o) 


î{ry. 


j_ _ 


{{ePV-'^) 


r e~P ^ 


d/7, 


offre évidemment le moyen de convertir une fonction donnée de r, 
considérée comme variable, en une intégrale définie, dans laquelle la 



fonction sous le signe se réduise à une fraction dont le numérateur soit 
indépendant de r, et le dénominateur une fonction linéaire de cette 
variabhn 

Si, dans Téquation (122), on pose successivement 


l'(«) 



< p ('0 


{{a) 


/’ -t- - 1 U. 

9 


?■ désignant une constante positive, et f(M) une fonction qui conserve 
une valeur finie, pour toutes les vaieui's d(' u, réelles ou imaginaires, 
dont le module est inférieur à f unité; on trouvera 


(. 3 .) j 

f ]■( pi‘ ' - ' ) 4- f ( c ' ) df) 


^ 9 /• — C0S/> 


(i32) 

‘^'(I - i'-f 

î{eP^'~~) + î{e-PV~') d/> 

GJ , 

y 9 /• -h Cosy> 

f [— /• 4- (1 - I ] — f [— r - 


a(r-/-‘0- v/-i 

et pour i'X I , 


(i33) [ 

•' 0 

f (c/''' ■■' ) 4 - 1 ) cl/> f 

fl 

9 /■ — Cos ]) 

1 W 

(fl-ifl 

(■ 34 ) j 

i{eP ) + i{(‘rP dp _ fl 

[_ ,-4- (/•»-_ lÿ] 

„ 2 /• 4- Coy> ” 



Si, dans l’équation (122), on remplace la fonction 


a)(?/) — cp 



par fun des produits 

l ( — X \/ — t)o(//), 1(1 — .r i) cp(w.), l^i 4 -~\/ — 


9(^0 

1(1 — x — 1) 


1 (1 — .r \l — I ) 




(i3G) 


(13;) 


(•39) 


(i4o) 


('•10 


i: 


aro] cp(o) 


+ CT Cos — \J — I Sin ^ 

— (p dp 


//+ A y/- I l' i- h- k y/- I 


A + /.'v' — I \i 




' V- '/' 


P Y 


Cos 


2"+' ÜJ I (o) H- ( I + A - 1 - A \J~~ I )-" -h . . . 

( h H- A \/— I 


J ^ I — \/— I Ool^ j cp ( fV' ' ) dp 

j cp ( 0 ) H- (i-A-A v/=T)-« -h. . . I ; 


= 2“'^' CCT 


(i38) ^ — \/ — I Tang^^ cp(e/'' ~ ') d/> 



/ , _ A _ /, y/_ 1 \ ) 

( A-irk y/— 1 

\ 1 A. -f- A' y/ — 1 /, j 


J' 1^1 Cos-^ y /— 1 dp 


,2; 

^ 1 ^ I H- y/ — I Cot~^ (p(c^ ' cl/? 



=:- 2tCT cp(o)l(M 4 



A A \J — I 


L 


+ CT 1 Cos - — ^ J — I 
2 2 ^ 


(,Cc4Y.(> 


7^iCp(e/'' -‘) d/? 

Tf K \J — 1 I 

!, /, ^/zr[ ] (2) _i ( , + _|_ /, ^/ z : 


( 9 ( 0 ) // 4 -/vy/ 



_ rr N 

V 2 

( ? (‘0 
— 9. W 1 -T— 

l K-C 

IJ + /v ^/ZTT 
A + J, y/Z7 

"(■ 

I — A — A ^ ' — 1 ' 

I H- h H- k — 1 ^ 

Eli nsi du reste. 





Par suite, si l’on pi'end pour 9 (//) une fonction réelle de u qui 
vérifie la condition 
(r|3) ' ' 

011 trouvera 


( ' 
:1 


Z') ?(*') ■+■ V_ \ . 


Cos 


h. -I- /.• V — I \ 1 h -I- k 1 


(i45) 


(rIO) 


(i-i?) 


i: 


<p ( - h <p ( r ■ ■/'é- 1 ) 


Cos 


ap 




< cp(o) 


// 


/, + /- y/_ , 


r ( I H- h ~l- />’ V — I ) '' ~1~ 


l 


, V / C0S-(îîT — p) 

/ 

,y 0 


< cp (a) 


//+_aV- i ^ 


//. H- k \/ — I 

r cp(^"''^)+t(^-"''~) I ,v 

»/n ' \ 


TîJ 


(//-,- AV- X 1 


:Vi- 

1 

( h ~\- k \l — I 

\ i — f” A H” /<f ' — 

V ■ 



4 - . . . 




r y(^-'"-') + ?(^~"'-')) Cos£ A,, 

(I 

4 _ \' — ‘ ] / I -H- // H- k \ - 


=3 CT < ü ( <1 ) 1 — ] ^ 

\ 2 y Ah- 




1- /• V' - I \ 

\), 

l / T \ ff — l— A i 

CT'^ Cp(()) l 


/A // H- A' y' — 1 

1 / I — A — Av-i'\ 

Vv A-f-A'^/ — I 

V 2 ) 


( I .»> ) 


X 


,(^>/-r-i)_^o(,.-/M -i) 




1 Cos 


ï )'-(''^“0 


dp 


, , i cp (o') // + A - I î ) 

= .o(.)-=.jT^ H- ) + -|i 

et ainsi du reste. 

Si, au coiiLraire, on prend pour o(«) une fonction rationnelle qui 
vérifie la condition 
(i5i) ' ' 

on trouvera 




(i.kC 




, . ut: 
hin — 


,v'~ 

o((i) -+■ 


Tanger dy; 


I/+ K v/- I fi- /i- A- V 


h -n /■ y — I \ H- A -1- k \i 


- 1 - . • . ; 


(.,3) C 

-'l, '< \ — l 




«J> 


fCosC 


- ( 1 /^ 
a * 


j cp(o) -h ~C - \— =^ (i + /; H- k\^/— 


// H- k — I 


. . a 


(i.-.D / ;-=^^ -— 7 — 4 vr-<'/' 


2 V’~ I 




2"nT j Cf) (o) + 1 1 ~ // — /.• v^— 1)“"+ . . . j- ; 


(i55) f 

n 


cp(e/M -i) _ o(r' /'v-i) 


V-i 


P fi/' 


(-) 

//+ A y/— I' /q 


\ 2 / 

A H_ , M. 

) 


H- . • ■ i' ) 


I .')() ) 


o(r/M - I ) _ /M ) 


i ^ 




7?7 . O ( 1 ) - 


0 ( 0 ) // -h A’ ^ - I 


Ic.O 


Il H- ^ — I 1 en - - I ( I -I- h H- /,• y/— I ) 


o(. uiiisi du r('s{.('. 


Il serrait facile d’a[)ercev(jir h'.s modilicali(.)ns ([ue doiviuil. jjréseiilcc, 
dans l(‘.s seconds iiu'mbi'cs d(' ces div(M‘ses (''(jualions, les ü'rnu'.s coria's- 

poiidaiU à d(.‘s racines (‘cales d(‘ — ' — = o. 

f ^ Oi lf ) 


LorscjiK' la foiicliuii est ralionnelle, l(‘s valeurs de Id'Xpj’essiüu 
imaginaiia' — i, c’(‘st-à-dir(‘ les racines d(‘ ldM|uatiün ~ 


V('0 

seul, en nombr(‘ lini; (>1 [)ar consé({uenl les valeni's inU'îgrab's (|a(‘, con- 
ûeninnil, les divers(‘s foi'uiub's ci-dessus (Hablies, s(' coinpusenL d'un 
nombre limit('‘ de tcunnes. On ne doit pas oublicu’ ([ue, dans ces for- 
inules comiiie dans Ib'upiat.ioii (imm), ou doit si.udenient tenir compt(i 

des racines de Ib'niuation = o dont b' module est iiderieur à 

l’iinib'', et r(‘duire à moiti('- tous les termes correspoiulant aux racines 
dont le module est pia'.cisimieut égal à i. 


Il est encore essentiel d’observer i" ([uc les formules, trouviu's 
cessent d’étre applicables, toutes les fois que les inb'grales (|u’elles 
renferment devicniKuit infinies ; que d.(i ces formules on en peut 
déduire un grand nombre d’autres, jiar des différentiations on dos 
intégrations relatives à la quantité a; 3° enfin, que cette constante a, 
dans les é({uations qui la renferment, peut recevoir des valeurs réelles 
ou des valeurs imaginaires. 
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FÜRAJULE GÉNihlALE D’OU SE DÉDUISENT 


Si muinteiiant ou attribue aux fonctions f(^), ou bien a 

constantes a, .. . des valeurs particulières, on déduira immédiat 
ment des formules ci-dessus établies les valeurs d'un grand nom! 
d’intégrales définies, dont plusieurs étaient déjà connues. Je me cc 
tenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus simples. 

(‘^ 7 ) / ^ 

J_^ \ . 1 .6 ... a 


(v58) 




(i6ü) 




(i 6 a) 


(i63) 



'I 



COH 




2 





Cos^(ct - -p) 



(\j) — 2 " 5 T ; 


/ 1 Cos - dyj Ç 1 Si n djo — TO 1 f ; 

'J a ^ «-Al ^ V'v 

1 -i- Gos/>' ^ ^ 

X rrc^''/' = ( Sin;; = 



ICos 




1 Cos 




dp ™ Gî 


1 ( 2 )_ ’ 


/' 

O'i] 


^Tang^ 
2 ^2 


-h^lCos^ 




Tl 


Ou (.rouvera de même, pour i, 


i-' 


(i65) 


Siii P 


r — Cosp 


P dp =: -h m 1(2 r ■+■ 2 ) — ?ST l(/’ H- \h--— i). 


^ — /jdy^ = — gj 1 ( 2 /- — ‘ 2 )H-OTl(rH- 

^ /• H- Losp 


Ou Lrouvcru encore pour r- i , 

J.. i-'’-rCosp + i-\ ■?.) 3C0S — 

^ /.». c- / 

( dy,==-£ 

J„ ,- 2 /Cosy.+/-V ■■>.) ,^g.„ 


I + r 


r'" ■ - /• C os/Z 

J, 


Gos^ 




(167) 


- dy^ r= 2 "-' cî| I + ( I -i-- /■)" h 


/• Siii P 


Sin 


/ 7 > 


‘-"'■Co-V'H-'" / c„,/' 


- dy> :ir: 2"-' — (m- r)' 


m Go.s-(st— - yO 

/ .. ■ - J rfy; = ,,»-B|H-(. 

y ,_ 5 .,-t,os/; + d* 


(168) 


(169) 


(170) 


('7') 


.rr C- Sin-(ro— yO 

Ç dy; — 2“ 1 tît[i — (1 

1- 2/-Cosy;H-/- 

f " . 1 Tang^ dy. = ^ 1 ( ' 

J 1 — 2 r Cosp ■+■/'• ® 2 2 \H-r 


TT , / I + /’ 


r î — L92Î£ ^ 1 Gos^- dy^ :rr ^ 1 

.y^ 1 — 2/’Gosy?+r' 2 2 

d/» = wl(H- /•) ; 

2rCosp -]- 7'-^ ^ 

i- 7 'Cosy; ^ — 


r ' r Sin P 

*yi\ ^ 

■ y££!£_,ISi..!:cly.= -l(V 

Gosy; H- /■- 2 2 \ 4 


f 1 — 7 ' ( 

7 l- 2 7 ’ Ce 

'^0 


f -J-- A 

I 1 — 2/‘ Cj 

•y n 


I — r Coa/J 


1 Gos ~ P 
2 


co.r + r~- 


T. û I 


1 — ;• 9'LU'-^) U^)— l(n-r)J’ 


rSinp 

j„ ,-,aCos/- + ,-« yiV+yCo-s^i 

îïï ’ 1 l 1 

~ ~ ~ i(‘-i) — Un-/')J ’ 


et ainsi du reste. 

Ün trouvera, au contraire, pour7*-]>i, 


I — 2/'(.()S/M- /- V " 2./ 


ttT^\ /■ H- I 


„Trs ^ Cüs (trr — / 2 ) 

r I — /• Los J) 2 I 


fiTt \ \r ■+■ i 


I — 2 /• Cos P H- 


/■ Sin P 

Sin^(w — /2) 

1 — 2 /’ Cos /2 -t- /•- 



V 

I — r Cos/> 

Cos'|'(w-/ 2 ) 

I — 2 /• Cos /2 H- r- 


/' Sin J) 

Sin^'(G7— / 2 ) 


dj) — 2"“' CD- 1 — 


/■ — I " 




J T..JÎ 4, . V 

I — 2/’Cos/)H-r- 2 2 — ly’ 
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(^ 77 ) 


(178) 


I ~ 2 r Losp r- 2 ^ 


a 1 ' ^ 

2 


— Cos/y 


J /^ 10 

r __L; 

. 1 — 2;- 

I — r Cos JJ 
J.. I — 2 Co.s P -1- r- 


ys — T, 1 Sin — d/2 =r - 1 ( — - — 

Los/>H-;-- 2 ^ 2 \2- — J 


1 C0S72 


1 Cos 


d/;. 


i — /• 2 


(179) 




y Sia 




,_2rCosy.-4-yW/.Y^_/ 


P 




I H- /• 
2 ;• 


1(2) 


et ainsi du reste. 

Si l’on développe, suivant les puissanetîs ascendantes de r, L'.s deux 
meihbres d(; chacune des équations (i 6 ( 3 ), (1O7), (17:2 Y, on 

obtiendra de nouvelles Idrmules, que l’on pourrait déduire directe- 
ment de l’équation (122), étendue où au cas l’équation = o a des 

l'acines égales. On trouvera de cette manière, n désignantun nombi-e 
entier quelconque, 

I ^ Cos/^y.» ^ dy> 

(ST H. {a — i ) . . . ( a — -f- i ) 




2 Cos 


CiJIS 


l .2 .'6 . . . n 


Ci8ü) 


1 H- 


n, a 


a ( a -I- 1 ) 


I a — n i I 2 ( a — ii 1) [a — n 2) 

^ Sin;i/> ^Tang-^ ^ dy2 


FOR.Mt LE GE^EKAl.E D UE 8 


rrr 

Cos/tp Gos 


a P 



— / _ t \n .)«— I 


a{<.c i) . . . {a + n — i 



L s V A L K Ü R S D \i O M B R E U S E S I N T É G B 


(187) 


X I 


Cos 




X' 


Cos'iY‘"''^*Si.,“£Sin^dy,= ^ 
2 2 


2 


(18S) 


IX 

Ix 




Cos - 1 Cos ~ ~ ~ jp d/, 

«i -/>-•> 


^ — a. 


Cos^^ ^ Cos i "■ ■ —■■■■■ - ) j) {\[> z=z O. 


Les deux dernières tbriiiules peuvent être 
vante 


(1 


89 ) r ( Cos/2 )" Cos bp dp =z - 

J, - 


r 


(C “ 4 “ ù 


que l’on déduit également des équations ( i 83 ) 
où la demi-somme — ^ équivaut à un nombre 

La formule (189), dans laquelle les constan 
voir des valeurs réelles ou des valeurs imagi 
toutes les fois que l’intégrale contenue dans le ] 


RAPPORT 

SUR UN MÉMOIRE DE M. 

RIÎIATIE 

AUN PROPRIÉTÉS DÉS CENTRÉS DU MO' 


Annulas de, Mathén lu tiques,, t. X\'l, p. 


Le secréLiire [lerpétuiel de rAcadéniie, po 
tiques, certifie que ce qui suit est extrait du 
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ne pourra être vérifiée qu' autant que le point 
avec le milieu de la droite AB, mais avec un aut 
droite, et qui se déplacera en même temps que 
déterminé comme on vient de le dire, ÇiSilecent 
niques des points A et B, relativement au point ' 
Si plusieurs points consécutifs A, B, C, D, E, 
quelconque d’entre eux coïncide avec le centre 
niques des deux points les plus voisins, cesdiff 
une échelle harmonique; et il est facile de pro 
une semblable échelle, il suffit de mettre en j 
de parties égales. Plusieurs des conséquences q 
sion harmonique d’une droite avaient déjà été 
géomètres, entre lesquels on doit distinguer ï 
ajoute de nouvelles propositions à celles qui ét£ 
remarquables sont celles aiiquelles il est coin 
définition du centre des moyennes harmoniqu 
fier la démonstration et les rendre plus faciles 
aux définitions qu’il présente, celles que nous ; 

Si l’on suppose que chaque élément d’une c 
gène, et prolongée do part et d’autre à l’infin 
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Poil considère et A, A", . . . , plusieurs po 
un seul et même plan. Si Pon suppose différer 
concentrées sur les points A, A^ A", ... ; ce 
le centre de leurs moyennes harmoniques, par r 
sera autre chose que le centre des forces para 
masses m, m', m!' , . . . , dans des directior 
droite. 

Concevons maintenant que les masses j 
concentrées sur les points A, A', A\ . . sit 
conque dans Pespace. Ce que M. Poncele 
moyennes harmoniques des points A, A’, A" 
plan donné DEF, ne sera autre chose que leci 
qui solliciteront ces différents points, dans d( 
laires au plan, si Pon admet encore que chaqi 
ment proportionnelle à la distance au plan, c 
Pattraction entre deux points réciproquemeni 
de Pintervalle qui les sépare (*). En partant 

, , A d.r h Ab d./' , 

des r, sera donc r X -7 ; d 

.V x 
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cèdent, on établit sans peine les diverses prop 
moyennes harmoniques. 

Ainsi, par exemple, concevons que, les point 
situés dans un même plan avec la droite DE, on 
D des points de cette droite avec les points A, 
parallèle de à DE coupe les droites DA, DA', D 
a’, a", .... Si, après avoir pris la droite DE pou 
par h la distance entre les droites DE et de, pui 
ordonnées des points A, A', A", . . . , et si l’on 
des forces parallèles 


la force pourra être remplacée par deux c 

rune égale à — ^ appliquée au point a, et Tautrt 


l’action totale exercée pur cette droite, laquelle s’exercera u 
en faisant x = a, et doublant le résultat, ce qui donnera 


A ( ab 
b- \ rt* ■+• b- 


-f- Arc 
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Donc, le système des forces P, P’, P", . . . , 

des forces appliquées aux poiii 

résultante des forces appliquées aux poin 
joindra le point D avec le centre de gravité G 
concentrées sur les points a, a', a", . . ., ] 
forces parallèles P, PG P", . . ou, ce qui 
centre des moyennes harmoniqiu's des mass< 
trées sur les points A, A', A", . . . , Cette j: 
subsister si les points A, AC A", . . char 
droites DA, DAÇ DA", .... Or, on peut im 
changement de position, iis se rangent sur 
qui soit parallèle à DE, ou qui viennent re 
donné E; et comme, dans ce dernier cas, le 
moniques des points A, A', A", . , . , restera 
toutes les droites qui passeront par le point 
centre des moyennes harmoniques des point: 
point E. Les remarques précédentes fourni: 
priétés du centre des moyennes harmoniques 
dans un plan. 
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quée au point d’intersection do la droite ka a' 
le système des forces P, P' , P", . . . , pourra 

„ 771 771' 77l" 1 • - • i 

lorces -^5 -^5 •*•5 appliquées aux points a 

résultante des forces appliquées à différents po 
Donc le plan qui renfermera la droite DE ei 
des masses m, m', m", . . . , concentrées sur le 
passera par le centre des forces parallèles P, 
revient au meme, par le centre des moyennes f 
?n, m', m”, . . . , concentrées sur les points A, i* 
sition continuera de subsister, si les points A, . 
position dans les plans DEA, DEA', DEA", . . . 
que, par suite du changement de position, 1 
soient ramenés dans un nouveau plan qui soit 
coupe DEF suivant une droite donnée KL, et 
dernier cas, le centre des moyennes harmoni 
A", . . ., relatif au plan DEF, sera aussi le centr 
niques relatif à la droite KL. Observons d’aillei 
les points A, A', A",, situés sur les droites AD, 
des points A, A', A", . . . au point D, les compi 
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moyennes harmoniques, il serait facile de dé 
ce même centre. En effet, supposons les mas 
pectivement concentrées sur des points 
{x"’ , y', y"), . . . , et cherchons les coordonm 
moyennes harmoniques de ces masses, par ra 
En faisant pour abréger, 

P'=~, P"=^, P"'=- 

et désignant par P la résultante des forces P', 

(i) P = P"+ P'-\-P”-\- . . H- 

et, comme on aura de plus, en vertu des fori 
des forces parallèles, 

(3) I Cr=2{/",r')=2^ 

[ Pz =2(P';')=2;m' 

on en conclura 

r m' 

P 2u~v~' 


X — 
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P désignant la densité de la molécule située en 
étant le centre des moyennes harmoniques dem 
idées, on cherche le centre des moyennes harr 
homogène décrite avec le rayon r, et dont le cer 
des à la distance h du plan des xy, on reconn 
lui-même situé sur Taxe des z à une distance Z 
de Z étant 

( 6 ) '1 


Si la valeur de li est très grande, par rappor 
précédente de Z, ou 



o.hr + //-) 


I /•'* _ 

llï? 


deviendra sensiblement égale à //; et par coi 
moyennes harmoniques se confondra sensiblem 
sphère, comme on devait s’y attendre. 

Soient maintenant v’ , e", , les coordor 

A'" relatives à un plan ouelconaue, perp 
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mules (2), et celles que M. Poncelet a établie 
des moyennes harmoniques de plusieurs poin 
Le Mémoire de M. Poncelet est précédé dh 
qui offre une sorte de résumé de ses recherc 
d’une Note sur les moyens d’exprimer que qn 
respectivement à quatre droites qui converge 
sont compris dans un seul et meme plan. Dans 
l’auteur insiste de nouveau sur la nécessité « 
ce qu’il appelle le principe de continuité. No 
principe, dans un rapport fait, il y a plusici 
Mémoire de M, Poncelet (^), et nous avons ] 
n’était, à proprement parler, qu’une forte i 
être indistinctement appliquée à toutes sort 
métrie, ni meme en analyse. Los raisons qi 
pour fonder notre opinion, ne sont pas détrui 
que l’auteur a développées dans son traité de 
Quoi qu’il en soit, nous pensons que le Méi 
les centres de moyennes harmoniques fournit 
la sagacité de son auteur, dans la recherche d 
et qu’il mérite, sous ce rapport, l'approbation 
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CORRESPONDANCE SUR L’ÉCOLE P 




DU CERCLE TANC 

A 

TROIS CERCLES DO^ 


Correspondance sur l'École P oljteclini(^ue, Tome, I, 


J’ai donné (n" 2, de cette Correspondaiice) uni 
de C(‘ problèm(‘. : troiwer le centre et le rayon d\ 
cercles donnés. M. Cauchy m’a communiqué un 
problème, qui m’a paru remar(|uabl(^ par sa sim 

Supposez que l’on augmente ou diminue le r: 


A' 


WO üü CERCLE TANGENT A TROIS Cl 


de tangence on mène des sécantes CD, BE, ces 
parties proportionnelles ; les triangles ABC, AL 
côtés BC, DE pai'allèles. 



Souîiit A, OB, O' C(Jig. g) le point et les c< 
le problème résolu, et soit ABC le cercle clie 


A 



rcles OB, 0' C, vous aurez 


l’angle AEH — BDE = BCA , 
l’angle AGI ^ CFG = CB A ; 

:>ù il suit que les triangles AGI, AEH sont semblab 
3C, et que leurs cotés 67, EH sont parallèles. En ne 
iigentes menées par le point A aux cercles OB, O' C, v 

F=zAC^AG = ABxAI, 
i- =zABxAE, 

où l’on conclut 

_ AJ 
E AE 

nsi les conditions d’après lesquelles on doit détermir 
G sont que les tangentes menées par ces points aux 
ient parallèles, et que Al soit à AE dans le rapport co 
Si l’on prend, à partir du point A sur la ligne AO, u 
li soit à AO dans le rapport de l'- à F, puis que 1 
)int R comme centre, et d’un rayon /l/qui soit à DI 
pport, le cercle Im, ce cercle devra être tangent à /( 
6 il suffira donc de mener une tangente commune ai 
O' C. Si l’on joint yl//, AE, les intersections de ces 
:rcles OB, O'C donneront leurs points de tangence 
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Euler a déterminé le premier, dans les M 
année 1758, la relation qui existe entre 1 
éléments qui constituent un polyèdre quelc 
théorème qui exprime cette relation n'est q 
autre théorème plus général, dont voici Téno 

Théorème. — Si Von décompose un polyèdr* 
voudra, en prenant à volonté dans V intérieur c 
Von représente par P le nombre des nouveauc 
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les formées par les intersections des plans diagonaux, s 
it avec les anciennes faces, le nombre des faces tant î 
uvelies sera /i + m; et le nombre des triangles dans le 
ic se trouve partagée étant égal au nombre des diago 
r cette face, augmenté de Tunité, le nombre total des 
rrnent les faces des pyramides sera égal au nombre t( 
les augmenté du nombre total des faces, ou à 

II —f" /I > 

; nombre des pyramides sera égal à celui des polyé 
)mbre des plans diagonaux, ou à 

P 4- m. 

i nombre des arêtes des pyramides sera égal a celui 
êtes, plus au nombre total des diagonales, ou à 

A n. 

nfin, le nombre des sommets des pyramides sera toujo 

6 ’. 


Supposons maintenant que l’on enlève successiveme 
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suit de là qu’au moment où Ton aura détrui 
l’exception d’une seule, 

— le nombre des sommets détruits sera 

— celui des pyramides détruites, ^ 

— celui des triangles détruits, ^ 

— celui des arêtes détruites, 

Le nombre des sommets restants pourra d 
S~p'" 

celui des pyramides restantes, par 

P -h m -+- n — p" -h p"’) 

celui des triangles restants, par 

Il m -h n — {p' -h 2 p'^ -i- 3 p'" ) 

celui des arêtes restantes, par 

A-^n-{p"-^2,p’'’) 

Si l'on ajoute la première équation à la troisiè 
S H m n — {p' + 2 J}" ■+■ 4 
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Corollaire IL — Si l’on considère une figui 
plusieurs polygones renfermés dans un contour 
dans la formule générale P = o, et Ton aura aloi 

*S — f- JJ rzz ji. — 1™ I ^ 

d'où l’on conclut que la somme faite du nombi 
nombre des sommets surpasse d’une unité le n 
forment les côtés de ces mêmes polygones. 

Nota. — Dans un Mémoire sur les Polyèdres, 
Journal de P École Polytechnique, M. Poinsot a d( 
quatre nouveaux polyèdres réguliers, à angles 
M. Cauchy a lu à rinstitut un Mémoire dans l 
nouveaux polyèdres comme résultants du prolo 
polyèdres réguliers à angles saillants, et il déme 
se réduit nécessairement à quatre; proposition 
présentée comme difficile à approfondir. 
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Correspondance sur PÉcole Polytechnique, Ton 


M. Cauchy, ancien élève de CÉcole Polyi 
Ponts et Chaussées, a présenté à l'Institut, 
vier 1812, deux beaux Mémoires sur les po 
ils seront imprimés dans le XVP Cahier du 
technique de cette année. On connaîtra Tobj 
par les rapports suivants que la Classe de l’In 


Rapport sur un Mémoire de M. Cauchy, coi 
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de considérer, avait déjà observé qu’on pouvait 
goncs d’espèce supérieure, en prolongeant les 
réguliers de première espèce. C’est en généi 
renfermés dans le Mémoire de M. Poinsot, que B 
à faire dériver les polyèdres réguliers d’espèce i 
première espèce, ce qui l’a conduit d’une manièr 
à la solution de la question qu’il s’était proposée 

Il commence par prouver que, dans un ordr 
peut construire des polyèdres réguliers d’uni 
qu’ autant qu’ils résultent du prolongement des a 
polyèdres réguliers du même ordre et de pren 
servent de noyau, et que, dans chaque ordre, h 
d’espèce supérieure doivent avoir le même noml 
dos polyèdres de première espèce. 

Il suit de là que, comme il n’y a que cinq 
réguliers de première espèce, on ne doit chercl 
ordres, des polyèdres réguliers d’espèce supérie 
les polyèdres réguliers, de quelque espèce qu’i! 
des tétraèdres, des hexaèdres, des octaèdres, d( 
icosaèdres. 
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du nombre des sommets et de celui des faces j 
somme faite du nombre des arêtes et de celui de. 

Le théorème d’Euler n’est qu’un cas parti 
lequel on suppose qu’on ne considère qu’un s 

M. Cauchy, en décomposant le polyèdre, 
général un second théorème relatif à la géomé 
une des faces du polyèdre pour base, et si 1 
face tous les autres sommets sans changer leur 
figure plane composée de plusieurs polygo 
contour donné. Dons ce cas, la somme faite d 
et de celui des sommets surpasse d’une unit 
qui forment les cotés de ces polygones. M. Cau' 
à ce résultat, en égalant à zéro, dans son théor 
qui représente le nombre des polyèdres. Ce se 
la géométrie plane, l’équivalent du premier 
polyèdres. 

Les démonstrations sur lesquelles M. Cauc 
sont rigoureuses et exposées d’une manière 
saires pensent que ces considérations sur les p 
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ses recherches sur les polyèdres, dans la vue de dé; 
intéressant que supposent les définitions 0 et 10 d 
et qui n’est pas encore démontré. 

Ce théorème dont j’ai parlé fort au long df 
géométrie, et auquel j’ai ajouté la restriction néc( 
fût pas sujet à l’objection faite par Robert Simson 
Eléments d’Euclide, peut s’énoncer de la manière 

Deux polyèdres convi'xes sont égaux lorsqu'ils 
même nombre de polygones égaux chacun à cha 
eux de la même manière. 

Le sens de ce théorème est qu’un polyèdre co 
est impossible de faire varier les inclinaisons mi 
le terminent, de manière à produire un secoi 
compris sous les memes faces et disposé de la me 
bien former un second polyèdre symétrique au p 
égal dans toutes ses parties constituantes, mai 
disposées dans un ordre inverse autour de chaqu 
deux solides ne pourraient être superposés. Ainsi 
exception à la proposition générale. 
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^ 1-10 

En donnant une idée de la difficulté de la < 
proposée à M. Cauchy, nous mettons la Class 
mérite de la solution qudl en a donnée dan 
avons à rendre compte. 

Ce Mémoire est divisé en deux parties : h 
théorèmes sur les polygones convexes rectil 
seconde en contient cinq sur les angles i 
convexes. Mais ce dernier est Tobjet princ 
autres ne doivent être considérés que comm( 
à la démonstration de celui-ci. 

Dans la première partie, hauteur consi 
peuvent avoir lieu dans les angles d’un poly 
ou sphérique, dont les côtés demeurent c( 
n’avait que trois côtés, il ne pourrait y avoir i 
angles. Ainsi on suppose constamment que 
quatre côtés ; alors on voit que sans cesser d’ 
conservant les mêmes côtés, prendre une i 
rentes. J’avais donné deux propositions sur c 
édition de ma Géométrie; M. Cauchy a porté j 

l‘ATN/^C! 1 f I A C! Af IaC! O /If A TV> A A f t' A A O /“VtlVtA rv^ 
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De là M. Cauchy passe aux théorèmes 11, 12 et 
convexes. Le théorème 11 n’est autre chose que 
connu par la notation S + 11 = A-h 2 . Le théorèi 
sion fort remarquable du théorème d’Euler au ca 
d’être planes, seraient considérées simplement 
terminés par plusieurs droites non situées dam 
effet, si chacun de ces espaces compte pour ui 
temps les angles solides continuent d’être con-v 
changement à faire à la démonstration du théorèi 
je l’ai donnée dans ma Géométrie, et l’on parviei 
tion S -h H == A -f- 2 . 

Pour venir enfin à la démonstration du théorèi 
principal de ce Mémoire, l’auteur suppose d’abori 
la fois les inclinaisons sur toutes les arêtes. ( 
pourrait avoir lieu à l’égard des angles solides 1 
riables ; mais dans tout polyèdre donné on peut 1 
solides triples, et le théorème ne sera à démi 
polyèdres dont tous les angles solides sont compt 
plans ou plus. 

Supposant donc avec l’auteur que les inclini 
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les côtés de chacune des faces et qu’on esti 
grand nombre possible, on trouve que dans i 
variations ne peut être plus grand que 2 ; qu^ 
dans un pentagone il ne peut surpasser 4; ( 
dans un heptagone il ne peut surpasser 6, et : 
surface du polyèdre est composée de a trian 
de c pentagones, etc., le nombre total des 's 
plus grand que 2 v/ -f 4^ + 6 + de + . 

Mais il est facile de voir, au moyen de hé 
que la quantité précédente est moindre, ou toi 
Donc on aurait à la fois ^ 4 -S" et .V 4 ‘S' — 8 ; 
conclurons qu’il est impossible que les in< 
varient toutes à la fois dans le polyèdre doniii 

Supposons maintenant que les inclinaisoi 
arêtes demeurent constantes, tandis que 1 
supprime toutes les arêtes où rinclinaison ne 
en même temps des parties de la surface du 
seront sujettes à aucune variation, et on au 
dont toutes les faces ne seront point planes, 
cas du théorème 12, et cfui, nar conséai 
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Nous voulions ne donner qu’une idée de 1 
M. Cauchy, et nous avons rapporté cette démonst 
entière. Nous avons ainsi fourni une preuve 
sagacité avec laquelle ce jeune géomètre est pa: 
difficulté qui avait arrêté des maîtres de l’art, et 
de résoudre pour le perfectionnement de la tliéo 
pensons, en conséquence, que ce Mémoire mériD 
la Classe et imprimé dans le Recueil des Savants e 

Signé Biot, Carnot, Le 


La Classe approuve le rapport et en adopte les ( 
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Correspondance sur l’École Polytechnique, Tona 


Quoique la théorie des nombres ait fait d( 
derniers temps, et qu'elle soit beaucoup j 
qu elle ne l’était du temps de Fermât; cepenc 
les nombres polygones, dû à ce savant célèbre 
que dans ses deux premières parties, qui so 
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nombres, et n’a été démontré que longtemps apr 
est tout à fait indépendant de cette théorie. 

Quoi qu’il en soit, il était à désirer pour Tint 
pour la satisfaction des géomètres, que le théort 
polygones fût enfin démontré dans toute sa généi 
que s’est proposé M. Cauchy, dans le Mémoire dor 
compte, 

M. Cauchy suppose les deux premiers cas démo 
plus, ce qui est un résultat général de la théorie 
des nombres, qu’on peut toujours décomposer 
nombre proposé qui n’est pas de la forme 8n + 
8/1 -f- n par une puissance de 4 : il établit ensuite 
ment nouveau. 

Il remarque d’abord qu’étant donné un nombre 
carrés dont les racines font une somme égale à . 
nombre peut toujours être représenté pour qua 
est 

De là il conclut qu’étant donnés deux noml] 
espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux : 
pris entre les limites — 2) — i; si e 
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toutes les racines sont prises positivenient p 
Si l'on se permettait de prendre arbitrairen 
dont les carrés composent la valeur du nomt 
ces racines pourrait être fort inférieure à la 
posées, ce qui augmenterait le nombre des 
Tapplication que Fauteur a eu en vue, une c 
n’admettre dans la somme ^ que les rac 
attendu que l’expression générale des nombr 
des carrés, indique deux séries différentes, 
de chaque terme positif ou négatif. Ces dem 
tiquement sont coordonnées entre elles, de 
que le prolongement de l’autre, et que les 
qu’un même système qui s’étend à l’infini, ü 
positifs, que dans le sens des indices négatif: 
de Fermât est restreint aux nombres pob 
positif, et l’on ne doit faire entrer aucune 
série qui a lieu dans le sens négatif. 

Pour donner maintenant une idée de la j 
dans la démonstration du théorème de Ferr 
sion générale d’un nombre quelconque P q 


prend Ak-\- B s r, étant un nombre positif 
passer n — 4; alors k ne doit plus contenir que c 
minés, et représente toujours la somme de 
positivement. 

Cela posé, si l’on prend pour k un nombre im 
qu’il y ait au moins deux nombres impairs corn 
qui conviennent au nombre s, ce qui suppose s 
pas <^i 2 i; M. Cauchy fait voir que la formule 
sentera tous les nombres entiers compris entre is 
grande valeur dont cette formule est susceptible 
de .4’; d’où il suit que tous ces nombres peuven 
n polygones dont n — 4 seront égaux à zéro ou à 

La même formule, en augmentant k de deu5 
dans les limites qui conviennent à cette nouvelle 
la môme conclusion, c’est-à-dire, qu’on aura i 
nombres entiers plus grands que ceux de la pr( 
seront également décomposables en n polygones 

On prouve d’ailleurs que ces deux suites ne la’ 
entre elles, mais plutôt que la fin de l’une se 
mencement de l’autre, de sorte qu’étant réuniei 
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bientôt conduit à la conclusion générale, 
entier peut être représenté par la formule A 
tions prescrites, et qu’ainsi tout nombre en 
en 71 polygones de Tordre n, dont n — 4 sont 

La supposition qu’avait faite M. Cauchy f 
du problème, se trouve ainsi justifiée par 1 
parvient. Non seulement donc il démontre le 
toute sa généralité, pour tous les polygones : 
substitue au théorème de Fermât un théorèrr 
plus intéressant, puisqu’il prouve que sur 
qui entrent dans la composition d’un nombi 
en a toujours n — 4 égaux à zéro ou à l’unité 

Il résulte en même temps de l’analyse de 
position effective d’un nombre donné en n p< 
toujours s’opérer a prioi'i, en supposant seul 
poser en trois carrés les nombres qui sc 
décomposition. 

Nous concluons de ce qui précède que 1 
offre une nouvelle preuve du talent et de i 
montrés dans d’autres recherches égalem( 
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